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Aufgabe 1

Losung: Wir zeigen zunichst die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Es ist E[X?%] = E[Y2] =
1. Weiter ist
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E[X?] + 2E[XY] + E[Y?]
E[(X — Y)?] = E[X?| - 2E[XY] + E[Y?]

DaE[(X +Y)2,E[(X —Y)2] > 0 und E[X?] = E[Y2] = 1 folgt, dass

~1<E[XY]<1 = —VE[X?VE[Y?] <E[XY]< VE[X?]\/E[Y?]

und somit unmittelbar die Behauptung. Wendet man die Cauchy-Schwarz Ungleichung auf die
zentrierten Zufallsvariablen X — E[X]| und Y — E[Y] an, folgt direkt, dass |Corr(X,Y)| < 1.

Fiir den zweiten Teil (Y = aX + () konnen wir O.B.d.A annehmen, dass E[X] = E[Y] =0
(und somit auch 8 = 0). Dann ist
E[XY] a E[X?] a E[X?]

Corr(X, ¥) = JEXVEY?]  EXY/aEX?Y]  JaEX?] © =14

Aufgabe 2

a) Es muss gelten, dass fx y (z,y) > 0 (und daher: ¢ > 0). Weiter muss gelten, dass
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d.h. man muss ¢ = 32 setzen.

b) Wir berechnen die Kovarianz Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]|E[Y].

/ / rfxy(z,y d:ndy—c/ / (1—2%y? dyd:ﬂ—c/ x<2§x2) dx =0=E[Y].
1,1 1 1 1 1 1 1
E[XY] = / / xyfxy(x,y) de dy = c/ :c/ y(1—2y?) dydx = c/ x| =y? —a?=yt ‘ dr = 0.
-1J-1 ’ -1 J-1 -1 2 4 -1

Es folgt, dass Cov(X,Y") = 0 und somit auch Corr(X,Y’) = 0.
¢) X und Y sind nicht unabhingig, da sich die gemeinsame Dichte fx y nicht als Produkt
zweier Dichten schreiben lésst, die nur von x bzw. nur von y abhédngen.

Es ist



Aufgabe 3
Losung: Die Funktion ¢ : Ry — Ry, z +— () = 2P, p > 1 ist konvex, da
Az + (1 =XNy)P? < Az? + (1 — N)y? (Dreiecksungleichung).

Somit ist:

E[|X*]=E[X|""]=E[Y*], Y=|X|,

und weiter mit der Ungleichung von Jensen sowie p := s/r > 1

s

E[Y "] =E[p(Y)] > o(E[Y]) = E[|.X|]",

dh.
E[X]] = B[ X["]",

wendet man die Funktion  — /% auf beide Seiten der Gleichung an, so folgt die Behaup-
tung.



