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Musterlosungen zum Priasenziibungsblatt 1

Aufgabe 1

Sei f : [0,L] — R™ eine zweimal stetig differenzierbare Kurve, die nach der Bogenlinge
parameterisiert ist. Ferner seien ¢(s) = f’(s) der Tangentialvektor, k(s) = |[t'(s)||, «(s) #

0, die Kriimmung der Kurve und n(s) = Z ((f)) der Normalenvektor im Punkt f(s).

i) Zeigen Sie, dass #(s) und n(s) orthogonal zueinander sind, d.h. dass (t(s), n(s)) = 0.
ii) Verifizieren Sie i) fiir die Kurve f(s) = (r cos(s/r),rsin(s/r))

Hinweis zu i): Berechnen Sie die Ableitung - |¢(s) Hg = 4 (#(s), t(s)) mittels der Produkt-
regel.

Losung: i) Da f nach Bogenlinge parameterisiert ist, gilt dass

2
[t(s)ll5 = (t(s),t(s)) = 1,
d.h. diese Funktion ist konstant, so dass

d

= 75 (8(s),(s)) = (8(s), ¥'(5)) + (¢'(s), 4 (s))

nach Anwendung der Produktregel. Nach Definition ist ¢’ (s) = n(s)x(s), so dass
2k(s) (t(s),n(s)) =0 = (t(s),n(s)) =0, da x(s) > 0 nach Annahme. O
ii) Man berechnet, dass

t(s) = f'(s) = (—sin(s/r), cos(s/r)),
t'(s) = %(— cos(s/r), —sin(s/r)),

so dass k(s) = L, n(s) = (—cos(s/r), —sin(s/r)) und (t(s),n(s)) = 0.0

Aufgabe 2
Gegeben sei die Funktion
fr R — R .
v = a
i) Zeigen Sie durch Betrachtung eines Differenzenquotienten, dass die partiellen Ablei-
tungen %, i=1,...,n,imPunktz = 0 = (0,...,0) " nicht existieren.

ii) Zeigen Sie, dass f auf R™ \ {0} stetig partiell differenzierbar ist und geben Sie einen
Ausdruck fiir den Gradienten V f an.

Losung: 1) Fiir ein beliebiges 7 € {1, ...,n} betrachten wir folgenden Grenzwert im Punkt
z=0.
he;) — he| — h
’hn%) flost B;L’) f(@) = ! eL”h Lol = Lh|’ e; : i — ter kanonischer Basisvektor.



Fiir 1 | 0 ist die rechte Seite 41, fiir & T 0 erhélt man —1. Folglich existiert der Grenzwert
nicht. Definitionsgemi8 ist daher f im Ursprung in keine der Koordinatenrichtungen {e;}?_,
differenzierbar. O
ii) Betrachte fiiri € {1,...,n} und z € R"

z = filzyx) = /22 +Zj¢ix?
fi ist auf ganz R differenzierbar, falls x; # O fiir zumindest ein j # ¢, da die Funktionen
v v? + bfireinb € R auf ganz R und u — +/u auf R \ {0} (und damit auch deren
Verkettung) differenzierbar sind (auf R \ {0}). Analog ist f; auf R \ {0} differenzierbar falls
x; = 0 fiir alle j # 4. Fiir  # 0 lassen sich also die partiellen Ableitungen bestimmen. Man
berechnet gemél den iiblichen Differentiationsregeln

of dfi 2x; Ty .
x)=— =1,...,n.

= (1‘1) = = —, 1
Ox; dz 2, /22 + 3, ;a2 ]

Entsprechend ist der Gradient durch V f(x) = ﬁ gegeben. Wir zeigen nun, dass die parti-

ellen Ableitungen stetig sind. Sei {2(*)} eine Folge mit limy_ o, 2*) = 2°°, 2°° # 0. Dann
ist

. of (B)\ _ 1 xgk) e
8 B ) = I T T e

wobei man benutzt, dass wenn (a*)) und (b(*)) konvergente Folgen in R mit Grenzwerten a
k) a

bzw. b, b # 0 sind, dass limy_,~ ‘;((k) = %. Nach dem Folgenkriterium sind die partiellen
Ableitungen also stetig.




