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Aufgabe 1

Die DNA enthilt bekanntlich die Nukleotide zu den Basen A (Adenin), G (Guanin), C' (Cy-
tosin) und 7" (Thymin).

a) Gegeben sei die DNA-Sequenz (mit Beachtung der Reihenfolge)
ATCTAGCTGGCC.
Bezeichne s; die Base an Position ¢, ¢ = 1,...,12. Zeigen Sie, dass die Anzahl der
Index-Permutationen 7 von {1,...,12}, so dass die permutierte Sequenz s ;) nicht
mit der urspriinglichen Sequenz oben iibereinstimmt, gegeben ist durch

12!
21 314! 3!
(3 Punkte)

b) Folgern Sie aus a), dass die Anzahl unterschiedlicher DNA-Sequenzen der Linge n,
die genau ns-mal A, ng-mal G, ng-mal C' und np-mal T enthalten, so dass n =
na + ng + ne + np gegeben ist durch

n!
nal ng! nc! np!’

(2 Punkte)

c) Betrachten Sie erneut die DNA-Sequenz aus a). Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir
diese Sequenz, wenn die Wahrscheinlichkeiten fiir A, G, C,T durch 74, 7¢, 7g, 71
gegeben sind, m4 + mc + 7 +7mr = 1, und die Positionen der Sequenz als unabhéngig
angenommen werden ? (2 Punkte)

d) Gegeben sei eine Urne, die /N; Kugeln mit der Nummer [ enthilt,! = 1, ..., k. Definiere
N = Zle Nyund 7, = N;/N, 1 =1,..., k. Es wird n mal mit Zuriicklegen aus der
Urne gezogen. Betrachte die Zufallsvariablen

X : Anzahl gezogener Kugeln mit Nummer [/, [ =1,... k.

)

Zeigen Sie, dass die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung des Zufallsvektors (X7, . . .

gegeben ist durch
nl k k
P(Xi=n1,..., Xk =ng) = k7| Tt na, ..., ng >0, an =n.
| R i 1=1
Man sagt, (X1, ..., X) " ist multinomialverteilt mit Parameter (71, ..., 7).
(4 Punkte).

Hinweis zu d): Berechnen Sie zunichst die Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Sequenz von

Kugeln zu erhalten, so dass die Nummern 1, ..., k, genau n;-mal, [ = 1, ..., k, vorkommen
(analog zur Teilaufgabe c)). Multiplizieren Sie das Resultat mit der Anzahl aller moglichen
Sequenzen, in denen die Nummern 1,. ..,k genau n;-mal, [l = 1, ..., k, vorkommen (analog
zu Teilaufgabe b)).



Aufgabe 2
Birthday paradox.

a) Gegeben seien N Personen. Zeigen Sie unter den Annahmen, dass alle Tage Wahr-
scheinlichkeit 1/365 haben und dass die Geburtstage der Personen unabhéngig iden-
tisch verteilt sind, dass

P(’Es gibt mindestens zwei Personen haben, die am 1. Januar Geburtstag haben * )
Uy (YY) () (BT ()T L (st
=\ ) \365) \365 a 365 365 \ 365 '

b) Zeigen Sie, dass unter den Annahmen in a)

P(Es gibt einen Tag, an dem mindestens zwei Personen Geburstag haben’ )

365!
_ (365—N)!

365N
7171-[365—”171715[ L o (LN -
- 365 L 365 ) = P 730 '

=1 1=

Werten Sie die Wahrscheinlichkeit in a) und die untere Schranke in b) fiir N = 30 nu-
merisch aus (3 + 4 Punkte).

Hinweis zu b): Betrachten Sie das Komplementirereignis und benutzen Sie, dass fiir
x>0, (1—2) <exp(—z)und dass Zlei = @

Aufgabe 3

Eine Zufallsvariable X heisst geometrisch verteilt mit Parameter = € (0, 1], falls ihre Wahr-
scheinlichkeitsfunktion gegeben ist durch

PX =k =0Q-n)f1r, k=1,2...

a) Bestimmen Sie die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion G(s) = E[s*] von X fiir
s €[0,1]. (2 Punkte)

b) Benutzen Sie das Ergebnis aus a), um den Erwartungswert und die Varianz von X zu
bestimmen. (4 Punkte)



