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Aufgabe 1

a) Die KugelB(R; 0) lässt sich als disjunkte Vereinigung von Sphären Sr mit Radius r, 0 ≤ R
darstellen, d.h.

Sr =
⋃

0≤r≤R

Sr, Sr = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = r2}.

Es genügt, die angegebene Parametrisierung für S1 ist zu verifieren; die Parametrisierung
von Sr folgt durch Reskalierung. Die Sphäre S1 lässt sich wiederum darstelllen als disjunkte
Vereinigung von (translatierten) Kreisen in der (x, y)-Ebene darstellen, d.h.

S1 =
⋃

−1≤z≤1

{(x, y, z) : x2 + y2 = 1− z2}.

Für z = 0 erhält man den Einheitskreis in der (x, y)-Ebene, der sich durch (cos(ϕ), sin(ϕ), 0),
ϕ ∈ [0, 2π] darstellen lässt. Anschaulich gesprochen muss für |z| > 0 der Radius der Kreise
um einen Faktor schrumpfen, der von z abhängt. Setzt man z = sin(θ), θ ∈ [−π/2, π/2] (so
dass tatsächlich z ∈ [−1, 1]), so erhält man die Bedingung x2 + y2 = 1− sin2(θ) = cos2(θ)
nach dem Satz von Pythagoras. Die Kreise werden also durch die Parametrisierung

(cos(ϕ) cos(θ), sin(ϕ) cos(θ), sin(θ)), ϕ ∈ [0, 2π], θ ∈ [−π/2, π/2]

beschrieben.
b) Man berechnet, dass

DΦ(r, ϕ, θ) =

 cos(ϕ) cos(θ) −r sin(ϕ) cos(θ) −r cos(ϕ) sin(θ)
sin(ϕ) cos(θ) r cos(ϕ) cos(θ) −r sin(ϕ) sin(θ)

sin(θ) 0 r cos(θ)

 .

Zur Berechnung der Determinante entwickeln wir nach der dritten Zeile. Wir erhalten

detDΦ(r, ϕ, θ)

= sin(θ)(r2 sin2(ϕ) sin(θ) cos(θ) + r2 cos2(ϕ) sin(θ) cos(θ)) + r cos(θ)(r cos2(ϕ) cos2(θ) + r sin2(ϕ) cos2(θ))

= r2 sin2(θ) cos(θ) + r2 cos3(θ)

= r2(cos(θ)− cos3(θ)) + r2 cos3(θ)

= r2 cos(θ) ≥ 0.

c) Wir werten das Integral aus, indem wir eine Transformation in Kugelkoordinaten durchfüh-
ren. ∫

B(R;0)

√
x2 + y2 + z2 dx dy dz =

∫ R

0

r3

∫ 2π

0

∫ π/2

−π/2
cos(θ) dθ dϕ dr

= 2π

(∫ R

0

r3 dr

)(∫ π/2

−π/2
cos(θ) dθ

)
︸ ︷︷ ︸

=2

= 4π
1
4
R4 = πR4.
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Aufgabe 2

Lösung: a) Es ist

exp
(
−1

2
‖x‖2

)
= exp

(
−1

2

n∑
i=1

x2
i

)
=

n∏
i=1

exp
(
−1

2
x2
i

)
und somit nach dem Satz von Fubini∫

Rn

exp
(
−1

2
‖x‖2

)
=
∫

Rn

n∏
i=1

exp
(
−1

2
x2
i

)
dx1 . . . dxn =

n∏
i=1

∫
R

exp
(
−1

2
x2
i

)
dxi =

(∫
R

exp
(
−1

2
x2

1

)
dx1

)n
Weiter ist ∫

R
exp

(
−1

2
x2

1

)
dx1 =

√
2
∫

R
exp

(
−z2

1

)
dz1 =

√
2π,

und somit ∫
Rn

exp
(
−1

2
‖x‖2

)
dx = (2π)n/2.

b) Die Jacobi-Matrix der angegebenen Abbildung x 7→ Ax + µ ist A und die zugehörige
Determinante ist det(A) für alle x ∈ Rn. Somit ist nach der Transformationsformel

(2π)n/2 =
∫

Rn

exp
(
−1

2
‖y‖2

)
dy =

∫
Rn

exp
(
−1

2
‖Ax+ µ‖2

)
|det(A)| dx

⇒
∫

Rn

exp
(
−1

2
‖Ax+ µ‖2

)
dx =

(2π)n/2

|det(A)|
.

c) Es ist

(y−µ)>B−1(y−µ) = ((Ax+µ)−µ)>(AA>)−1((Ax+µ)−µ) = (Ax)>(A>)−1A−1(Ax) = x>x = ‖x‖2 .

Weiter folgt aus b), dass dy = |det(A)|dx. Ferner ist det(B) = det(AA>) = (det(A))2

und somit
√

det(B) = |det(A)|. Das Resultat folgt dann unmittelbar durch Einsetzen und
Kürzen.

Aufgabe 3

Lösung: a) Es ist K =
⋃
t∈R Kt und somit∫

K

dx1 . . . dxn =
∫

R×Kt

dx1 . . . dxn−1dt =
∫

R

(∫
Kt

dx1 . . . dxn−1

)
dt.

b) Es ist

{(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2 = z2, z ∈ [0, h]} =
⋃

0≤z≤h

Kz, Kz = {(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2 = z2}

und daher gemäss a)∫
{(x,y,z)∈R3: x2+y2≤z2, z∈[0,h]}

dx dy dz =
∫ h

0

(∫
Kz

dx dy

)
dz.

Das innere Integral ist gleich dem Flächeninhalt eines Kreises mit Radius z und somit∫ h

0

(∫
Kz

dx dy

)
dz =

∫ h

0

πz2 dz =
π

3
h3.

c) Induktionsschritt. Wir zeigen, dass∫
∆n

dλ1 . . . dλn =
1
n!
.

2



Für 0 ≤ t < 1 setzen wir

Kt =

{
(λ1, . . . , λn−1) ∈ Rn−1

+ :
n−1∑
i=1

λi ≤ 1− t

}
=

{
(λ1, . . . , λn−1) ∈ Rn−1

+ :
n−1∑
i=1

λi
1− t

≤ 1

}
,

so dass ∆n =
⋃

0≤t<1Kt ∪ {en}. Es ist∫
Kt

dλ1 . . . λn = (1− t)n−1

∫
∆n−1

dλ1 . . . dλn−1 =
(1− t)n−1

(n− 1)!

gemäss der Transformationsformel und unter Benutzung der Induktionsvoraussetzung. Somit
ist nach dem Prinzip von Cavalieri∫

∆n

dλ1 . . . dλn =
∫

R

∫
Kt

dλ1 . . . dλn−1 dt =
1

(n− 1)!

∫ 1

0

(1−t)n−1 dt =
1

(n− 1)!
1
n

=
1
n!
.

Der allgemeine Fall betrachte man die Matrix A, deren Spalten die {ai}ni=1 sind. Man defi-
niere zunächst A∆n = {Aλ, λ ∈ ∆n} und für eine beliebige Teilmenge M ⊆ Rn

χM (x) =

{
1 x ∈M,

0 sonst.

Das gesuchte Volumen ist dann∫
Rn

χA∆n(x) dx1 . . . dxn =
∫

Rn

χ∆n(A−1x) dx1 . . . dxn =
∫

∆n

dλ1 . . . dλn det(A) =
1
n!

det(a1, . . . , an).

3


