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Aufgabe 1

a) Die Kugel B(R;0) lésst sich als disjunkte Vereinigung von Sphéren S, mit Radiusr,0 < R
darstellen, d.h.

U Sry Sy ={(w,y,2) € R¥: 22 442 + 22 =r?}.
0<r<R

Es geniigt, die angegebene Parametrisierung fiir Sy ist zu verifieren; die Parametrisierung
von S, folgt durch Reskalierung. Die Sphire S lésst sich wiederum darstelllen als disjunkte
Vereinigung von (translatierten) Kreisen in der (z, y)-Ebene darstellen, d.h.

U {@y2): 2 +y?=1-22.

—1<2<1

Fiir z = 0 erhilt man den Einheitskreis in der (z, y)-Ebene, der sich durch (cos(¢p), sin(p), 0),
¢ € [0, 27] darstellen ldsst. Anschaulich gesprochen muss fiir |2| > 0 der Radius der Kreise
um einen Faktor schrumpfen, der von z abhingt. Setzt man z = sm(9) [ w/2,7/2] (so
dass tatsichlich z € [—1,1]), so erhilt man die Bedingung x> + y*> = 1 — sin?(#) = cos?(6)
nach dem Satz von Pythagoras. Die Kreise werden also durch die Parametrisierung

(cos(p) cos(8), sin(p) cos(9),sin(h)), ¢ € [0,2n], 0 € [-n/2,7/2]
beschrieben.

b) Man berechnet, dass

cos(p) cos(f) —rsin(yp)cos(f) —rcos(y)sin()
DO(r,p,0) = | sin(p)cos(d) rcos(p)cos(d) —rsin(p)sin(f)
sin(0) 0 r cos(f)

Zur Berechnung der Determinante entwickeln wir nach der dritten Zeile. Wir erhalten

det DO (r, ¢, 0)

= sin(0)(r? sin?(¢) sin(#) cos(8) + 72 cos? () sin(6) cos()) + 7 cos(0) (1 cos?(p) cos®(0) + rsin? () cos?(H))
= 12 sin%(f) cos(0) + 7% cos>(0)

= r%(cos(f) — cos®(0)) + r? cos®(0)

=r2cos(h) > 0.

¢) Wir werten das Integral aus, indem wir eine Transformation in Kugelkoordinaten durchfiih-
ren.

R 2 7r/2
[ vErEr a0 [ o) dodr
B(R;0) 0 0 —m/2

=27 </0R 3 dr) (/_7;/; cos(6) d&)

=2

1
= 47TZR4 =n7R*.



Aufgabe 2
Losung: a) Esist
1 1 - 1
exp <2 x||2> = exp (2 ;ﬁ) = Z1;[16XP <23%2>

und somit nach dem Satz von Fubini

1 s 1 . 1 1 "
/}Rn exp (—2 |x||2> = /}Rn Hexp (—2%2) dzy . ..dx, = H/Rexp (—Qx?> dz; = </R exp <—2x?> dx1>
i=1 i=1

Weiter ist

1
/exp (—2:6%) dr; = \/5/ exp (—zf) dzy =V 2m,
R R

1
/ exp (— |m||2> dz = (2m)"/2.
- 2

b) Die Jacobi-Matrix der angegebenen Abbildung x — Az + p ist A und die zugehorige
Determinante ist det(A) fiir alle x € R™. Somit ist nach der Transformationsformel

1 1
= [ e (g 1l) dy= [ e (=5 14z-+ul? ) | dect)] ds

1 2 (2m)n/?
—_— A = —
= Rnexp( 2|| x + ] ) dz [ det(A)]

und somit

¢) Es ist
(y—) "B (y—p) = (Aztp)—p) T (AAT) " ((Avtp)—p) = (Az) T(AT) A (Ax) = 2 "2 = [l

Weiter folgt aus b), dass dy = |det(A)|dz. Ferner ist det(B) = det(AAT) = (det(A))?
und somit y/det(B) = | det(A)|. Das Resultat folgt dann unmittelbar durch Einsetzen und
Kiirzen.

Aufgabe 3

Losung: a) Esist K = |J,cp K; und somit

/ da;l...dxn:/ dxl...dxn_ldt:/< dxl...dxn_1> dt.
K Rx K, R \/K;

b) Es ist

{(@,y,2) eR?: 2’ +y? =22, z€[0,h]} = ] K., K.={(z,y,2) €R?: 2°4y* = 2%}
0<z<h

und daher gemdss a)

h
/ dx dy dz = / (/ dx dy) dz.
{(z,y,2) ER3: 24+y2<22, z€[0,h]} 0 2

Das innere Integral ist gleich dem Flidcheninhalt eines Kreises mit Radius z und somit

h h _
/ </ dx dy) dz = / 2% dz = —h3.
0 K. 0 3

¢) Induktionsschritt. Wir zeigen, dass

1

AP n:



Fiir 0 <t < 1 setzen wir

n—1 n—1
Ai
K = {()\1,...,)\7,_1) ERT: DN 1—t} = {(Al,...,/\n_l) eERIT: )T g1},
i=1

sodass A" = g,y Kt U{en}. Esist

1_t)n—1
dA\i ... A= (1—=t)" ! d\y ... d,— _d=fm
/m ! (1= /A ! YT =)

gemaiss der Transformationsformel und unter Benutzung der Induktionsvoraussetzung. Somit
ist nach dem Prinzip von Cavalieri

1 ! i 11 1
dX\p...d\, = d\p..dhy 1 dt= ——— [ -t tdt = ——— = = —.
An RJK, (n—=1)!J, (n=1ln n!

Der allgemeine Fall betrachte man die Matrix A, deren Spalten die {a;}?_, sind. Man defi-
niere zunidchst AA™ = {AX, A\ € A"} und fiir eine beliebige Teilmenge M C R"

1 ze M,
XM (T) =
0 sonst.

Das gesuchte Volumen ist dann

1
/ Xaar (z) dzy ... dz, :/ xar (A7 2) dxy .. . dx, :/ d\y ...d\, det(A) = —'det(al,...
n n n.

n

,n).



