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Aufgabe 1

Betrachten Sie die Funktion f : R? — R definiert durch

fla,y) = {(;UQ + y?) sin (ﬁ) (z,y) # (0,0)7,

0 sonst.

i) Zeigen Sie: f istin (0,0) " total differenzierbar. (3 Punkte)
ii) Zeigen Sie: f istin (0,0) " nicht stetig partiell differenzierbar. (4 Punkte)
Hinweise: i) Berechnen Sie das Differential (Gradient) im Ursprung und iiberpriifen Sie

durch Einsetzen, ob die Definition fiir totale Differenzierbarkeit erfiillt ist. ii) Betrachten Sie
lim, o 2L (2,0).

Losung: i) Fiir eine Konstante ¢ > 1 ist

lim u sin (1) =0. @))
w—0 uc

Es folgt, dass beide partiellen Ableitungen existieren, denn mit 0 = (0,0) ", e; = (1,0) " und
€2 = (07 1)T
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so dass V£(0) = (0,0)". Die Funktion f ist total differenzierbar in O nach Definition genau
dann, wenn fiir alle Vektoren v = (v, v,) "

f vz, vy) = f(0) = (Vf(0),v)

lim =0.
v—0 Il
Nun ist
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V-0 [v]] v—0 [[v]]
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ii) Jedoch ist £ nicht stetig partiell differenzierbar: fiir (z,y) # (0,0) T ist die partielle Ablei-
tung bzgl. x gegeben durch

af
or

1
) B 2COS (m) x

932+y2

(z,y) = 2z sin (
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Betrachte nun

. Of L . 1 2 1
i:rrlo %(x,O) = }11% <2:L sin (x2> - cos <a¢2>) )

Dieser Grenzwert existiert nicht.



Aufgabe 2

Betrachten Sie die Funktion f : R? — R definiert durch

ﬂxw:{;ﬁ4 (z.9) # (0.0).

0 sonst.

i) Zeigen Sie: f istin (0,0) " stetig. (3 Punkte)
ii) Zeigen Sie: f istin (0,0) " nicht total differenzierbar. (4 Punkte)

Hinweise: i) Benutzen Sie das Folgenkriterium. ii) Gehen Sie wie in Aufgabe 1, i) vor.

Losung: i) Im folgenden benutzen wir die Landau-Symbole o(+), O(-) bzgl. (x,y) — (0,0).
So schreiben wir z.B.
Y
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wobei C' > 0 eine Konstante ist. Wir zeigen die Stetigkeit von f im Ursprung durch Betrach-
ten der folgenden zwei Fille:

Fiir Fall 1) ist
lim vy’ < O(x4)
(z,9)—(0,0) 22 + y* = O(x?)

Fiir Fall 2) ist
W 0Gy’) _ Olw)
@y—00 2> +yt  O@y*)  Oy)
Wir haben also gezeigt, dass

lim z,y) = 0= f(0,0).
e fz,y) £(0,0)
Nach dem Folgenkriterium ist also f im Ursprung stetig.
i) Jedoch ist f im Ursprung nicht total differenzierbar. Da x> = 0, falls = 0 oder y = 0,
folgt durch Betrachten der Grenzwerte

lim = =0,

h—0 h h

dass V£(0) = 0. Sei v = (v,,v,) . Wir iiberpriifen nun gemiss der Definition totaler Diffe-

renzierbarkeit, ob
Lo J00+0) = J(0) — (Vf(0),v)

v—0 [[o]]

Wiihle v,, = h?,v, = h. Dann ist

=0.
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Aufgabe 3

Berechnen Sie die Jacobi-Matrix der Abbildung
I R — R3
(v,9,2) +—  f(z,y,2) = (4y, 322 — 2sin(yz), 2yz)
und bestimmen Sie der Menge der Punkte, an denen die Jacobi-Matrix nicht invertierbar ist.
Hinweis: Argumentieren Sie mittels der Determinante der Matrix.

Losung: Wir berechnen die Jacobi-Matrix von f an der Stelle (z, y, z) als

9h  9f Ofr
ox oy 0z

0 4 0
Dy(m,y,z)=| 92 % % | (@2 = 656 —226208(112) —2y§08(y2)
z y

Ofs  9fs Ofs
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Die Matrix Dy (z,y, z) ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante nicht verschwin-

det. Zur Berechnung der Determinante ist es giinstig, eine Laplace-Entwicklung nach der
ersten Zeile durchzufiihren. Es folgt, dass

det(D¢(z,y, z)) = —48zxy,

d.h. Dy(x,y, z) ist nicht invertierbar fiir die Punkte
{(z,y,2) €R®*: 2 =0odery = 0}.
Aufgabe 4

i) Zeigen Sie: Sind U C RF, V c R offen, f : U — R, g : 'V — U total differenzierbar,
sogiltfiralle: =1,...,nundallex € V:

k
fog) N~ Of 99; .
)= L g, GENGE@. =)
(2 Punkte)
ii) Sei f : R — R differenzierbar. Berechnen Sie den Gradienten der Funktion g(z) =
f (aT:E +b), wobei a € R™, b € R Konstanten sind. (2 Punkte).

Losung: i) Wir wenden die Kettenregel aus der Vorlesung an. Das Differential der Abbil-
dung f o g ist gegeben durch

Dyog(x) = Dy(g(x)) - Dy(2),

wobei ’-” Matrizenmultiplikation meint. Das Differential Dy (x) wird reprisentiert durch die
k x n-Matrix mit Eintrigen

8gj
8$i

(), 1<j<k, 1<i<n.

Das Differential Dy (g(x)) wird reprisentiert durch den 1 x k-Zeilenvektor mit Eintrigen

af

5y 9, 1S5Sk yy = 0,(0).

Durchfiithren der Matrizenmultiplikation liefert fiir den ¢-ten Eintrag des 1 x n Zeilenvektors,
der Do4(x) représentiert, das Resultat.

ii) Wir wenden die allgemeine Regel aus i) fiir die Abbildung z — g(z) := a'x + b an. Da



g :R" — Rund f : R — R, erhalten wir einen Skalar f'(a "z + b) fiir D;(g(z)) und den
Zeilenvektor a ' fiir D, (z). Zusammen erhalten wir

of(a’z+1b)

L ) = aif e kD), i= 1
T



