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Aufgabe 1

Sei A = AT € R"*" positiv definit, d.h. 2 " Az > 0 fiir alle 0 # = € R", und sei {a:(k)} eine
Folge in R™.
a) Zeigen Sie:

i) Die Abbildung z — ||z|| 4, := V2 T Az ist eine Norm auf R".

ii) Die Folge {z(®)} konvergiert gegen einen Grenzwert 2 bzgl. der euklidischen
Norm ||-||,, genau dann, wenn {z(*)} gegen z bzgl. der Norm ||-|| , konvergiert.

b) Begriinden Sie, dass die Abbildung z +— f(z) := $2 Ax beliebig oft differenzierbar
ist und berechen Sie den Gradienten V f(z), die Hesse-Matrix H f(z) und den Laplace-

Operator Af(z) = S, 24 (). (3+2+6 Punkte).

i=1 dx?

Losung: a), Teil i):
Sei o > 0. Es ist

lazlly = VaPeT Az = alz]| 4,

d.h. ||-]| 4 ist positiv homogen. Wir zeigen nun die Dreiecksungleichung. Dazu benétigen wir,
dass A positiv definit ist. Aus dem Spektralsatz (Lineare Algebra) folgt, dass

A= VTAV — BTB, B := /\1/2‘/'7

wobei die Spalten von V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren enthalten und A = diag()\q, . ..

a)\n),

A; > Ofiiralle j = 1,...,n, die Diagonalmatrix der Eigenwerte ist und AY2 = diag(v A1, -, VAn).

Aufgrund der Positivitit der Eigenwerte ist letztere Matrix wohldefiniert. Fiir die Dreiecksun-
gleichung ist zu zeigen, dass

2+ ylla < lzlla+lylla
2
S llz+yla < (lolla+ vl
2 2 2 2
& lxlly + 1yl + 2 (2, Ay) < [zl + lylla + 21zl llylla -

Es bleibt zu zeigen, dass (x, Ay) < ||z|| 4 |||l 4- Da
(z, Ay) = (z, B" By) = (B, By) < || Bz|| | Byl|,

wobei die letzte Ungleichung aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt, und

|Bz|| = y/(z, BT Bx) = \/(z, Az) = [|z| 4 ,
|Byll = \/{y, BTBy) = /{y, Ay) = |yl 4 »

ist tatsichlich (x, Ay) < ||z|| 4 ||ly|| 4. Die Definitheit von ||-|| , (d.h. ||z]|, = 0 & =z = 0)
folgt unmittelbar daraus, dass A positiv definit ist.

a), Teil ii)
Es geniigt zu zeigen, dass Konstanten ¢, C' > 0 existieren, so dass fiir alle y € R™

cllylly < llylla < Cllylly (D



d.h., dass die Normen ||-|| , und ||-||,, dquivalent sind. Wir wenden hierfiir erneut den Spektral-
satz wie oben in Teil i) an. Definiere

Amin = min A;, A = max A;.
min 1<j<n R max 1<5<n J

Bezeichne die Spalten von V mit vy, ..., v,, so dass

n
— Ly |
A= E Ajvjv;
=1

Aus der Parseval-Identitit (Lineare Algebra) folgt, dass

n

Hx”,zq =z Av= Z /\j(zTUj)(vax) > Amin Z(ITUJ')Q = Amin ||x||§

j=1

—

<.

Analog ist

(x—rvj)2 = Amax H$||§

NE

2% = 2" Az =" X" 0)(v] ) < Amax
j=1

d.h. (1) gilt mit ¢ = \/Apin und C = v Apax-

b)
Bezeichne die Eintriige der Matrix A mit a;;, 1 < 4,5 < n. Wir konnen f(x) wie folgt
darstellen

.
—

flz) = zn: iy,

i,j=1
d.h. f ist ein Polynom und als solches beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen nun die
partiellen Ableitungen wie folgt

) I 9
Tmf(x) =3 MZZI Dy, T

1
= 5 Z (5%:[:]-(11']' -+ 6jkxiaij)

i,j=1

1 n n
= 5 E Tjag; + E TiQik
j=1 i=1

1
= 5 {(Al‘)k + (ATx)k.}
= Vf(z) = Az,
wobei wir die Produktregel, die Definition der Marizenmultiplikation und A = AT benutzt

haben, und §;; = 1 falls ¢ = j und O sonst, bezeichnet das Kronecker-Symbol. Analog be-
rechnen wir die Eintrdge der Hesse-Matrix

IR T I
&Tkaxl o 2 =1 8xl 3k im1 8(El itk
1 n n
=5 > Gk + Y duai
j=1 i=1

1
= i(akl + aip) = ak,



wegen A = AT Fiir alle z € R™ ist also
Hf(x) = A.
Entsprechend ist

n 2 n
Af) =3 T w) =Y i = spur(4).
g =1

i=1

Aufgabe 2
Sei D C R™. Eine Funktion f : D — R heisst gleichmissig stetig auf R™ genau dann, wenn
Ve>030>0Vz,ycD: [z -yl <d=|f(x) - fly) <e

Zeigen Sie, dass die Abbildung z — f(z) := a'xz+ b, wobei a € R™, b € R Konstanten
sind, gleichmissig stetig auf R” ist. (3 Punkte)

Losung: Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung liefert

[f(@) = f@)l =la"w—ayl =a" (= —y)| < all |z~ y]-

Wihle nun € > 0 beliebig. Dann ist fiir alle z, y mit

lz—yl <6, 6=——
la]

[f(@) = fly)l <e.

Aufgabe 3

Untersuchen Sie die folgenden Teilmengen M von R? auf Offenheit und Abgeschlossenheit

bzgl. der Euklidischen Norm. Bestimmen Sie ausserdem den Abschluss ‘M, das Innere ]\04 und
den Rand OM.

i) M ={(z,y)" e R}z e0,1], z =1y}, i) M = ﬂ {(—ii) X (-ii)}

neN

(4 Punkte)

Losung: 1) Geometrisch gesehen reprisentiert M die Winkelhalbierende durch den positi-
ven Quadranten beschrinkt auf das Einheitsintervall. M ist kompakt, also inbesondere ab-
schlossen, d.h. M = M. Das Innere ]\04 ist leer, da fiir keinen Punkt in M eine e-Kugel exis-
tiert, die ganz in M enthalten ist; insbesondere ist M also nicht offen. Ferner ist OM = M.

ii) Die Menge M reprisentiert die ein-elementige Menge, die nur den Ursprung (0,0)" ent-
hilt. Diese Menge ist abgeschlossen (und nicht offen), d.h. M = M. Mit dem gleichen Argu-

ment wie in i) ist M= 0. Weiter ist )M = M = {(0,0) " }.

Aufgabe 4

Im Folgenden bezeichne f : R™ — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion und

D, f(&) == (Vf(£),v) die Richtungsableitung der Funktion f in ¢ in Richtung des Vektors

v, [[o] = 1.

i) Gegeben sei die Funktion f(x,y) = z3sin(y) + exp(x)y>. Berechnen Sie die Rich-
tungsableitung von f in Richtung des Einheitsvektors (=, %)T in¢=(0,1)".

S



ii) Sei V(&) # 0. Zeigen Sie, dass die Richtung v* des grossten Anstiegs von f im Punkt
&, definiert durch

Dv*f(f) = Sup va(f),

v: [Jv]|<1
durch v* =V f(&)/||IVf(£)| gegeben ist.

iii) Berechnen Sie die Richtung v* des grossten Anstiegs von f(z,y) = 2% — y? im Punkt
¢ = (1,1) T und bestimmen Sie D, f(£). (2+2+2 Punkte)

Losung: i) Anwendung von Regeln fiir die Differentiation einer Funktion in einer Variable
liefert den Gradienten

_( 32sin(y) + exp(z)y?
Vf(x,y) = ( 3 cos(yy)—FQySXP(g) )

Auswertung des Gradienten an & = (0,1) T liefert

Vﬂ®=<§)

Definitonsgemass ist

Dy f(§) = (Vf(§),v) = (1,2) (

S-S

_ 3
-7

Dy f(§) = (VI (&), v) < IVFOIlol = IV,
| = 1. Die obere Schranke ||V f ()]

ii) Es ist

nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und wg. ||v
wird fiir den Einheitsvektor
«_ VI©)

¥ =

26l

angenommen.
iii) Berechnung des Gradienten liefert

Vi(z,y) = < _Q;y >

Auswertung an & = (1,1) T liefert

Vﬂ0=(_i)

Gemiss Teil ii) ist
oo VIO [ 7
NGl -7

und weiter

D, (&) = |VS(©)] = 2v2.



