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Aufgabe 1

Gegeben sei eine Miinze, die mit Wahrscheinlichkeit 7 € (0, 1) Kopf zeigt. Sie beobachten n
unabhingige Miinzwiirfe mit zugehorigen Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X5, ..., X,
(X; =1 & Miinze zeigt Kopf).

a) Betrachten Sie den Schiitzer 7 = % Z?:l X, fiir die Wahrscheinlichkeit 7. Bestimmen
Sie den mittleren quadratischen Fehler

MSE(7) = E[(7 — m)?] = (E[7] — 7)* + V(7).
Skizzieren Sie MSE(7) in Abhingigkeit von 7.

b) Zeigen Sie mittels der Chebyshev-Ungleichung, dass 7 konsistent fiir 7 ist.

¢) Betrachten Sie den Schitzer 2 = 7(1 — 7) fiir die Varianz 02 = 7(1 — 7). Zeigen Sie,
dass 52 konsistent fiir o2 ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass E[(62 — 02)?] = O(n™!). Verwenden Sie dazu, dass

E((52 — 02 = {Bias(3%)}* + V(3%),  Bias(5?) = E[5?] — 02,

und zeigen Sie, dass {Bias(c?)} = O(n™!) und V(52) = O(n™'). Bei der Berechung
von V (52) diirfen Sie ohne Beweis verwenden, dass

E[#] =7t +0(n™Y), E[R)=r+0n).

(3 + 2 + 5 Punkte)

Aufgabe 2

Ein Drehautomat fertigt Bolzen. Es ist bekannt, dass der Durchmesser der von dem Automaten
gefertigten Bolzen (in mm) normalverteilt ist.

a) Es sei ferner bekannt, dass die Varianz o2 dieser Normalverteilung 0.25 betrigt. Man
mochte ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p der Normalverteilung basie-
rend auf einer Stichprobe von n gefertigten Bolzen konstruieren. Wie grof3 muss die
Stichprobe mindestens sein, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass das Konfidenzinter-
vall von der Form

[Mittelwert der Stichprobe — 0.1 mm , Mittelwert der Stichprobe + 0.1 mm |

den Erwartungswert p mit Wahrscheinlichkeit mindestens 0.99 enthilt ?

b) Sie erhalten eine Stichprobe von n = 100 Bolzen mit mittlerer Linge £ = 54, 87 mm.
Berechnen Sie anhand dieser Daten ein 99%-Konfidenzintervall fiir 4.



c) Gegeben sei die Stichprobe in b). Betrachten Sie das Hypothesenpaar

HUI/J,:/L0:557 Hllu#uo.

Fiihren Sie hierzu einen zweiseitigen statistischen Test auf dem Signifikanzniveau o =
0.01 durch.

d) Im Unterschied zu a)-c) nehmen wir nun an, dass die Varianz o2 ebenfalls unbekannt ist.
Wir schitzen o2 durch die Stichprobenvarianz, fiir die wir 0.33 erhalten. Beantworten
Sie die Fragestellungen aus b) und c¢) erneut unter der Annahme unbekannter Varianz.

Hinweis: Verwenden Sie 29995 = 2.58 und t99,0.995 = 2.63 als die 0.995-Quantile der
N(0, 1)-Verteilung und der ¢-Verteilung mit 99 Freiheitsgraden.
(2 +2 + 2 + 4 Punkte)



