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Aufgabe 1

Losung : a) Wir berechnen zunichst E[7] und erhalten, dass

_ 1 & 1
E[7] = E nZlX] = n E[Xi]=m

Da E[71] = 7, folgt, dass
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Der quadratische Fehler MSE(7) ist eine quadratische Funktion von 7, deren Maximum fiir
= % erreicht wird (vgl. Abbildung). Ist die zugrundeliegende Wahrscheinlickeit also % SO

ist der quadratische Fehler des Schitzers maximal.

0.25
L

MSE()
0.20
L

0.05
L

0.00
L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

b) Es ist zu zeigen, dass fiir alle € > 0
P(|m — 7| >¢) — 0 firn — .
Nun ist E[7] = 7. Aus der Chebychev-Ungleichung folgt somit
P(lt — x| >¢)=P(|]7 — E[7]| > ¢)
< V(7)) _ 1 m(l—m)

— 0.

g2 n g?
¢) Wie in b) argumentieren wir mittels der Chebychev-Ungleichung. Jedoch ist E[5%] # o2,
was eine kleine Modifikation benétigt.

P(|o? — 0% > ) = P(|5* — E[6%] + E[6?] — 0°| > ¢)

< P(p* ~E[6%| > 5) + P (|EBY —o*| > 3)




Es geniigt also zu zeigen, dass V (2) — 0 und (Bias(5?))? — 0.
Wir berechnen zunichst E[52].

E[¢%] = E[z(1 — 7)] = 7 — E[7?]

Nun ist
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und somit

Ef?=r—n*+0(n Y =n1(1-7)+0(n ) =c*>+0(n"),

d.h. (E[¢?] — 02)2 — 0. Wir betrachten nun V (52).

V(%) = E[¢*] — E[¢%)?
=E[(@(1-7))*] - (6%)* + O(n™")
— B[(R(1— 7))  (x(1 — m)? + O(n )
=E[7F(1 -7))? - (7*(1 =27 + 7)) + O(n™ 1)
= E[7? + E[7' - 2E[7%] — (#*(1 = 2r + 7)) + O(n™")

=m*4+0n H+rt+omn™ -2 +O(n7) — (2*(1 = 2r + 7)) + O(n~ ') = O(n ™),

d.h. also auch V(52) — 0, und &2 ist konsistent fiir o'2.

Aufgabe 2

Losung

a) Aufgrund der gemachten Annahmen bzgl. der Verteilung der interessierenden Grofle kon-
struieren wir ein 99%-Konfidenzintervall von der Form

o o o 1
—Z X —2Z
Jn 0.995, N 0.995 | »
wobei 29 995 das 0.995-Quantil der N (0, 1)-Verteilung bzw. Z das Stichprobenmittel bezeich-
nen. Nun soll n so gewihlt werden, dass

T —

g
—=2p.995 = 0.1

vn

gilt. Auflosen nach n liefert
n = [0%23 995/(0.1)*] = [0.25 - 2.582/(0.1)*] = 167.

b) Das Konfidenzintervall erhalten wir, indem wir die gegebenen Werte in (1) einsetzen. Wir
erhalten

v0.25 v/0.25
54.87 — —— - 2.58 , 54.87 + —— - 2.58| = [54.741 , 54.999] .

+/100 +/100



¢) Wir fiihren einen zweiseitigen Gauf3-Test durch, dessen Teststatistik folgende Form hat

r=2"H0 )
vn
Einsetzen der gegebenen Werte liefert
54.87 — 55
T = 70.25 - _2.6
/100
Da |T| > z0.995 = —2.58, kann die Nullhypothese zum Signifikanzniveau 0.01 verworfen

werden.
d) Wenn die Varianz unbekannt ist und man von o2 zur Stichprobenvarianz 52 iibergeht, so
ist die GroB3e

T — o
o
N
nunmehr ¢-verteilt. DemgeméaB miissen wir in b) bzw. ¢) Quantile der Standardnormalvertei-
lung durch Quantile der ¢,,_1-Verteilung (¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden) ersetzen.
Das Konfidenzintervall bzw. Teststatistik sind dann von der Form

- o
T — ——=tn-1,0995, T+ —=tn_1,0.995
\/’E n 5 [o 3] \/ﬁ n 5 b

und

vn

und |75 | ist mit einem Quantil der ¢,,_1-Verteilung zu vergleichen.
Durch Einsetzen angegebener Werte erhalten wir fiir das Konfidenzintervall

[54.87 _ Y038 2.63, 54.87 + AN 2.631 = [54.718 , 55.022]

/100 +/100

sowie fiir die Teststatistik 54.87 — 55
T = e = —2.263.

V/100
Da |T5| < tg9,0.995 = 2.63, kann die Nullhypothese nun nicht mehr verworfen werden.




