Notwendige Bedingung fiir Extrempunkt unter Nebenbedingungen

Theorem 0.1 Sei @ C R™ und f,q1,...,9m € CH(Q) mit m <n. Sei Ny ={z e R"|g1(z) =... =
gm(z) = 0} eine Ldosungsmannigfaltigkeit und f habe unter der Bedingung g1 = ... = gm = 0 an der
Stelle c € Ny ein lokales Extremum. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen Ai,..., Ay € R, so daf

Vi(e) = AVgie) =0,
j=1

d.h. die Funktion f — E;nzl Aj g; hat an der Stelle ¢ einen stationdren Punkt.

Proof: Nach etwaiger Umordnung und Umbennung der Variablen kann die Losungsmannigfaltigkeit
Ny durch die Gleichung
g(zr,y) =0, mit zeR"™ yeR™,

beschrieben werden (y ist der Teil der Variablen nach denen wir auflésen). Nach dem Satz iiber
implizite Funktionen gibt es daher eine Umgebung U x V (U C R*™™, V C R™) von ¢ = (a,b)
(a € R b € R™) und eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : U — V mit ¢(a) = b und

gz, y) =0 <— y=¢(x) fur (z,y)eUxW
Es gilt daher gi(z,¢(z)) =0in U fir k= 1,...,m. Wir definieren h : U — R" mit

€T ~

h(z) = <¢($)> und §(z) := g(z,¢(x)) = g(h(x)),  f(2):= f(z,¢(x)) = f(h(z)).

Fiir die Jacobimatrix J von h gilt fiir x € U,

o 1 wenn k=tund 1 < kK <n—m,
8k(x)= 0 wenn k#iund 1 < k <n—m,.
7

' W(x) wennn—m—+1<k<n

Aus §(z) = g(z, ¢(x)) = 0 fir = € U folgt mit der Kettenregel insbesondere fiir a € U,

() AN
0 = Jy(a) = Jy(h(a)) Ju(a) = ; vort

[(ng)(h(a))]T [V¢m(x)]T

wobei 1, _,, € R(M=™x(=m) {ic Einheitsmatrix ist. Es folgt daher mit h(a) = ¢ fiir die (k,1)-
Komponente von Jg(a) mit z = (z,y) und 1 <k <m, 1 <1 <n—m,

_ o ~ 9k Oitnem)
0= 821 (C) + Z aZi (C) axl ((1)

i=n—m+1

=t Vo) + > PG (e, o)

i=n—m+1

" 0 i—(n—m
— <ez + Z qba;l)(a)ei,ng(c)>

i=n—m-+1

Da nach Voraussetzung c ein lokales Extremum von f unter den Nebenbedingungen gy = ... = gn, =0
ist, gilt
]]-n—m
[V ()"

0= Js(a) = Jy(h(a) Ju(a) = (VS |
[V ém ()"



Fiir die I-te Komponente von Jz(a) € R"™™ gilt daher

af i af 8¢i—(n—m) a

= astzf(nfm)
o 35 P

i=n—m+1 !

Wir definieren (n —m) Vektoren v; € R™,

- a'L nm
v = e+ Z ¢( (a)e;, 1=1,...,n—m.

i=n—m-+1

Dann gilt
(v, Vf(e)) =0, und (v, Vgi(c)) =0, l=1,....n—m, k=1,...,m.

Dabher liegen die Vektoren V f(c¢), Vgi(c), ..., Vgn(c) im Orthogonalraum von W := span{vy, ..., vp—m}.
Die Vektoren wvi,...,vp_pm sind linear unabhéngig (A = (v1,...,Vp—m) = Ju(a) und Jy(a) hat

maximalen Rang (n — m)) und damit gilt dimW = n — m und dim W+ = m (zur Erinnerung:
R* =W @ W),
Die Vektoren Vgi(c),...,Vgm(c) sind nach Voraussetzung (N, ist Losungsmannigf.) linear un-

abhéngig (J, hat maximalen Rang m) und bilden daher eine Basis von W, Daher existieren eindeutig
bestimmte Koeffizienten \1,..., A, € R (Basiskoeffizienten), so daf3

(€)= AVyg;(c)
j=1

Hinreichende Bedingung fuer lokales Minimum unter Nebenbedin-
gungen

Theorem 0.2 Sei Q C R™ und f,g1,...,9m € C*() mit m <n. und Ny ={z e R"|g1(z) = ... =
gm(z) = 0} eine Lésungsmannigfaltigkeit. Hinreichend fir ein lokales Minimum von f unter den
Nebenbedingungen g1 = ... = gm = 0 an der Stelle c € Ny ist die Evistenz von Zahlen A1,..., Ay € R,

so daf$ fir
$(x) == f(z) = > XNg;(@)
j=1
gilt
1. Vo(c) =
2. (v, (Ho)(c)v) > 0 fiir alle v € W+ mit v # 0 wobei W = span{Vgi(c), ..., Vgm(c)}.

Geometrische Motivation (kein Beweis !)

Um die Situation zu vereinfachen, nehmen wir an, daf§ wir nur eine Nebenbedingung g(z) = 0 haben.
Sei ¢ ein Punkt mit g(¢) = 0. Das Taylorpolynom erster Ordnung ist am Punkt ¢

g(c) +(Vy(c),z — ) = (Vy(¢),z — ¢)
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Die Punkte z € R" mit (Vg(c),z — ¢) = 0 bilden die Tangentialebene an die Nullstellenmenge (Nor-
malenvektor ist Vg(c)). Das Taylorpolynom erster Ordnung von f an der Stelle ¢ ist

fle)+(Vf(e),z—0).

Falls Vf(c) # AVg(c) dann existiert ein d € R™ mit (Vg(c),d —c¢) = 0 aber (d — ¢,V f(c)) # 0.
Daraus folgt aber, daf§ wir ein (infinitesimales) Stiick Weg, v : (—¢,e) — R™, v(t) = ¢ + td entlang
der Tangentialebene (resp. entlang N,) laufen kénnen und dabei f wéchst ((d — ¢, V f(c)) > 0) oder
kleiner wird ({(d — ¢,V f(c)) < 0), siehe Taylorpolynom erster Ordnung.

Daraus folgt, dafl an einem extremalen Punkt der Gradient von f und g kollinear sein miissen.
Bei mehreren Ungleichungen betrachten wir den Schnitt aller Tangentialebenen, dann mufl V f(c)
orthogonal zu den Tangentialebenen von allen Nebenbedingungsfunktionen stehen.

Im Schaubild wird folgendes Problem illustriert: finde Extrempunkte von f(z) = (a,z) unter der
Nebenbedingung g(z) = ||z||3 = 1 d.h. finde das Maximum/Minimum der linearen Funktion auf dem
Kreis. Gezeigt werden die Niveaumengen von f und der Gradient von f (rot), Vf(x) = a. In schwarz
wird die Nullstellenmenge N, gezeigt (der Einheitskreis) und der Gradient von g, Vg(z) = 2z, an
ausgewdhlten Punkten von Ny. Das lokale (und hier globale) Maximum von f wird angenommen an
der blauen Stelle, z* = m, und das lokale (und hier globale) Minimum von f an der griinen Stelle,

a

xt = Tl Es ist klar ersichtlich, da an diesen Punkten der Gradient von f und g kollinear sind.



