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Aufgabe 1

Losung: a) Inder Tatist f(1,1,1) = 0. Ferner ist
of a2 of _
a(:ﬂ,y,z) = 3z° — 4z, 92 (1,1,1) =—-1#0.

Folglich sind die Voraussetzungen zur Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen ge-
geben, so dass eine Funktion ¢ wie angegeben existiert.

b) Partielles Differenzieren der Gleichung f(x,y, ¢(x,y)) = 0 bzgl. x unter Verwendung der
Kettenregel liefert

of (x,y, ¢(x,y)) n of (x,y, p(x,y)) 0p(x,y)

=0
oz 0z Oz ’
Of(z,y,p(x,1
Opla,y) _  OHedpea
or  Af(zyé(zy)’
0z
Analog ist
Af(x,y,6(z.y))
d9(x,y) By

dy _7M'

Wir berechnen ferner, dass

af af
- =92y —4 — =2z + 2.
Oz ('rayvz) Y 2, By (x7yaz) T

Auswerten der Ausdriicke an x = y = ¢(x, y) = 1 liefert schliesslich

0¢(1,1) 9 0¢(1,1)

or Oy =4
Aufgabe 2
Losung: Einmaliges Differenzieren der Gleichung f(z, ¢(z)) = 0 bzgl. = liefert
0 0 1N oy 4
S0 6() + 5 (0,0 (@) = 0. 9'(a) = 2 6a) m

woraus
2 é(x))
2§z, 9(x))

folgt. Wir leiten die Gleichung (1) erneut bzgl. x ab und erhalten dann

0? o? /
5 .0() + 5 f(w 6() o @)+

82 ’ 82 / 2 0 1 _
+ gy 0@ (@) + 53, 6(2)) (6 (@))" + 5T, 6(2))0” (@) = 0.

Wir 16sen den letzten Ausdruck nun nach ¢” () auf:

| daf (@ 9(@)) + 25255 (@, 6(2))9/ (2) + £ f(x,9(2)) (¢/(x))”
2 (. 6()) '

¢'(z) = 2

#'(x) =

1



Anschliessend setzen wir den Ausdruck (2) in diese Gleichung ein und vereinfachen. Wir
erhalten

24 (2, 6()) (30 0(0))) + 2h (e, 0(0)) (B 0(0)))” — 225 6(a)) B (o, () L (. 6())

#'(r) = -
(% (.02))”

Einsetzen von x = xg, (z, ¢(x)) = & liefert dann den angegebenen Ausdruck.

Aufgabe 3

Losung: a) Man berechnet, dass
_( 8r—3y . 8 =3

Der Punkt (0,0) " ist ein stationirer Punkt. Jedoch erhilt man fiir die Eigenwerte der Hesse-
Matrix mittels des charakteristischen Polynoms

det( 8__3A :i ) =AM 8A-020 = A\ =—1, Ay =0,
—1 und 9, d.h. die Hesse-Matrix ist indefinit und der stationire Punkt kein lokales Extremum.

b) Nachdem f in D kein lokales Extremum besitzt, untersuchen wir f auf Extrema auf dem
Rand 0D, d.h. unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0, g(z,y) = 2> +y? — 1. Die zugehorige
Lagrange-Funktion hat die Form

L(I,y,/\) = f(a:,y) + )\g(x,y).

Ein Extremum unter Nebenbedingungen erfiillt die notwendige Bedingung V L(z*, y*, \*) =
0, d.h.

8x* — 3y* + 2\ z* =0,
—3z" +2X*y* =0,
@)+ ) =1

Durch Einsetzen verifiziert man, dass der Punkt \/%*0(1’ 3) (mit \* = %) und der Punkt

\/%(3, —1) (mit A* = —3) dieses Gleichungssystem erfiillen. Es ist f (ﬁ(l,i&)) =-1

und f (\/%*0(3’ —1)) = %. In a) wurde gezeigt, dass f in D kein lokales Extremum besitzt.
Da f stetig und D kompakt ist, nimmt f nach dem Satz von Weierstrass Minimum und Maxi-
mum am Rand an. Unter der Annahme, dass es keine weiteren Kandidaten fiir Extrema unter
Nebenbedingungen gibt, folgt, dass die gefundenen Punkte globale Optima sind. (Es lésst sich
weiter zeigen, dass es genau ein weiteres lokales Minimum bzw. genau ein lokales Maximum
mit jeweils den gleichen Funktionswerten gibt.)

Aufgabe 4

Losung: a) Die folgende Abbildung stellt die Mengen C; := {(z,y) : hi(x,y) = 0} (Kreis
mit Mittelpunkt (1, 0) und Radius 1, durchgezogene Linie) und Cy := {(z,y) : ha(x,y) =0}
(Kreis mit Mittelpunkt (2, 0) und Radius 2, gestrichelte Linie) dar.



Esist C; NCy = {(0,0)}, d.h. (z*,y*) = (0,0). Die Gradienten Vhy(z*,y*) = (=2,0)"
und Vhy(z*,y*) = (—4,0) T sind in obiger Abbildung als Pfeile dargestellt.

b) Esist Vf(z*,y*) = (1,1) 7, so dass V f(2*, y*) nicht als Linearkombination von
{Vhi(z*,y*), Vha(x*, y*)} geschrieben werden kann. Voraussetzung fiir die Anwendbar-
keit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren ist, dass die Jacobi-Matrix der Funktion H,
die beide Nebenbedingungen spezifiziert, im Punkt (z*, y*) Rang 2 hat. Jedoch ist

)= (73 o ) e = ().

d.h. DH (z*, y*) ist Rang-defizitiir, was bereits aus obiger Abbildung (Kollinearitit der Gra-
dienten Vhq(z*,y*), Vha(x*,y*)) offensichtlich ist.



