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Aufgabe 1

Seien a, b ∈ R, a > 0. Gegeben sei eine Kurve mit Parameterisierung
f : R → R3

t 7→ (a cos t, a sin t, bt)
Parameterisieren Sie f nach der Bogenlänge.

Lösung: Man berechnet

‖f ′(t)‖ = ‖(−a sin t, a cos t, b)‖ =
√
a2 + b2.

Somit erhalten wir die Bogenlängefunktion

λ(u) =
∫ u

0

‖f ′(t)‖ dt =
√
a2 + b2u,

deren Umkehrfunktion durch
ψ(s) =

s√
a2 + b2

gegeben ist. Die Parameterisierung nach der Bogenlänge erhält man über

g(s) = (f ◦ ψ)(s) =
(
a cos

(
s√

a2 + b2

)
, a sin

(
s√

a2 + b2

)
,

bs√
a2 + b2

)
.

Aufgabe 2

Zeigen Sie:

1. Ui ⊂ Rn, i ∈ I eine Familie von offenen Mengen.⇒
⋃
i∈I Ui offen.

2. U1, U2 ⊂ Rn offen⇒ U1 ∩ U2 offen.

3. Rn und ∅ sind offen.

Lösung: 1. Sei x ∈
⋃
i∈I Ui, d.h. es existiert ein i∗ so dass x ∈ Ui∗ . Da Ui∗ offen ist,

existiert ein ε > 0, so dass für die offene Kugel Bε(x) = {y : ‖x− y‖ < ε} gilt, dass

Bε(x) ⊂ Ui∗ ⊂
⋃
i∈I

Ui,

d.h.
⋃
i∈I Ui ist offen.

2. Sei x ∈ U1 ∩ U2. Da U1, U2 offen sind, existieren offene Kugeln Bε1(x) und Bε2(x)
mit Bε1(x) ⊂ U1 und Bε2(x) ⊂ U2, ε1 > 0, ε2 > 0. Setze δ := min{ε1, ε2}. Dann ist
Bδ(x) ⊂ U1 ∩ U2, d.h. U1 ∩ U2 ist offen.
3. Klarerweise ist Rn offen, da für alle x ∈ Rn und alle ε > 0 Bε(x) ⊂ Rn. Trivialerweise
ist auch ∅ offen, da die leere Menge keine Elemente enthält und daher die Definition von
Offenheit nicht verletzt wird.
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Aufgabe 3

Sei n ≥ 2. Betrachten Sie die Funktion
f : Rn → R

x 7→ f(x) =

{Qn
i=1 xi

‖x‖2n x 6= 0,

0 sonst.
Zeigen Sie, dass f in jedem x ∈ Rn partiell differenzierbar nach xi ∀i = 1, . . . , n ist und
verifizieren Sie, dass

∂f

∂xi
(x) =

{Q
j 6=i xj

‖x‖2n −
2nx2

i

Q
j 6=i xj

‖x‖2n+2 x 6= 0,

0, sonst.

Bonusaufgabe: Zeigen Sie, dass f im Ursprung nicht stetig ist. Hinweis: Betrachten Sie die
Folge {x(k) = ( 1

k , . . . ,
1
k )} und benutzen Sie das Folgenkriterium.

Lösung: Man kann f schreiben als

f(x) =
∏n
i=1 xi

(
∑n
i=1 x

2
i )
n .

Für i = 1, . . . , n, definiere Funktionen

gi(xi) = xi
∏
j 6=i

xj , hi(xi) =

x2
i +

∑
j 6=i

x2
j

n

, fi(xi) =
gi(xi)
hi(xi)

.

Nach der Quotientenregel ist fi in jedem Punkt differenzierbar unter der Voraussetzung, dass
x 6= 0. Es folgt, dass die partiellen Ableitungen ∂f

∂xi
(x), x 6= 0 existieren. Sie sind gegeben

durch

∂f

∂xi
(x) =

hi(xi)g′i(xi)− h′i(xi)gi(xi)
h2
i (xi)

=
‖x‖2n

∏
j 6=i xj − 2x2

i · n ‖x‖
2(n−1)∏

j 6=i xj

‖x‖4n

=

∏
j 6=i xj

‖x‖2n
−

2nx2
i

∏
j 6=i xj

‖x‖2n+2 .

nach Anwendung der Quotientenregel und Kettenregel. Betrachte nun den Fall x = 0. Für
i ∈ {1, . . . , n} betrachte man den Grenzwert

lim
h→0

f(0 + hei)− f(0)
h

= 0, ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i−te Komponente

, 0, . . . , 0)>,

da

f(0 + hei) =
1 ·
∏
j 6=i(ei)j
h2n

= 0.

Bonusaufgabe: Wir betrachten die Folge {x(k) = ( 1
k , . . . ,

1
k )>}. Dann ist

∥∥x(k)
∥∥2

= n
k2 und

damit

lim
k→∞

f(x(k)) = lim
k→∞

(
1
k

)n
k2n

nn
= lim
k→∞

kn

nn
= +∞.

Wir haben also eine Folge x(k) → 0 gefunden, für die f(x(k)) 9 f(0) = 0. Somit ist ist f
im Ursprung nicht stetig.
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