Mathematik fiir Informatiker 11
Sommersemester 2011

Allgemeines

e Matthias Hein
hein@cs.uni-saarland.de
Geb. E1.1, R. 225
Sprechstunde: Montag, 15.00-17.00 Uhr

e Ubungskoordinator:
Christoph Eisinger
christoph@math.uni-sb.de
Geb. E2.4, R. 213

e Informationen zur Vorlesung:
http://www.ml.uni-saarland.de/MfI2-SS11/MfI2SS11.shtml

e Vorlesungen: Mittwoch und Freitag, jeweils 10-12 Uhr

e Ubungen: Vorgesehen sind 11 Gruppen.

1) Mo 10-12 in SR 016, Geb. E1 3 - Tutor: Peter Rau

2) Mo 12-14 in SR 014, Geb. E1 3 - Tutor: Marco Holz

3) Mo 12-14 in SR 016, Geb. E1 3 - Tutor: Peter Rau

4) Mo 16-18 in SR 014, Geb. E1 3 - Tutor: Patrick Trampert
5) Mo 16-18 in SR 107, Geb. E1 3 - Tutor: Sebastian Kleer
6) Mo 16-18 in SR U12, Geb. E1 1 - Tutor: Martina Bruck
7) Di 8-10 in SR 107, Geb. E1 3 - Tutor: Tanja Dorst

8) Di 8-10 in SR U12, Geb. E1 1 - Tutor: Julian Steil

9) Do 8-10 in SR 015, Geb. E1 3 - Tutor: Martina Bruck

10) Fr 14-16 in SR 016, Geb. E1 3 - Tutor: Sebastian Kleer
11) Fr 14-16 in SR 107, Geb. E1 3 - Tutor: Patrick Trampert

Anmeldung iiber die Internetseite der Vorlesung



von Mittwoch, 13.04.2011, 13.00 Uhr
bis Montag, 14.04.2011, 18.00 Uhr.

Ubungsbeginn: 18.04.2011.



Ubungsbetrieb

Hausiibungen:

Ubungsblitter: freitags auf der Vorlesungswebseite

Abgabe: 1 Woche spiter freitags vor der Vorlesung in den Késten der
Ubungsleiter in E1 3, rechts vor Horsaal 1.

Abgabe in Teams bis zu 3 Personen

— Alle Teammitglieder miissen in derselben Ubungsgruppe sein.

— Die Zusammensetzung des Teams sollte sich im Laufe des Semesters
nicht dndern.

Ubungen werden korrigiert und mit Punkten bewertet

Musterlosungen werden nach Ende der Bearbeitungszeit im Internet bereit
gestellt.

Priasenziibungen:

e Prisenz-Ubungsaufgaben werden in der Ubung bearbeitet und besprochen.

e Die Teilnahme wird stark empfohlen.

Voraussetzungen fiir die Klausurzulassung:

e 50 % der erreichbaren Ubungspunkte aus den Hausiibungen

e Bei Nichtteilnahme an einer Présenziibung (teilweise Anwesenheit z#hlt
nicht) verfallen 50 % der in einer vorausgehenden Hausiibung erzielbaren
Punkte.

Klausuren

e Hauptklausur: 28.07.2011, 9-12

e Wiederholungsklausur: 07.10.2011, 9-12
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e Bei Teilnahme an beiden Klausuren gilt die bessere Note.
e Probeklausur vorher.

e Erlaubte Hilfsmittel: Ein Din A4 Blatt beidseitig von Hand beschrieben.

Zielgruppe und Inhalt

e Kurs fiir Studierende der Informatik, Bioinformatik, Medieninformatik oder
Wirtschaftsinformatik

e Studierende mit Nebenfach Mathematik besuchen Analysis I und Lineare
Algebra 1.

e MII 1: Diskrete Mathematik und eindimensionale Analysis
o MIT 2: Algebraische Strukturen; lineare Algebra
e MIT 3: Stochastik, Numerik, mehrdimensionale Analysis

e MII 2 setzt MfI 1 nicht notwendig voraus

Literatur

e P. Hartmann: Mathematik fiir Informatiker. Vieweg, 2003 (30,90 EUR)
Didaktisch sehr gut, inhaltlich aber nicht immer ausreichend

e M. Wolff, P. Hauck, W. Kiichlin: Mathematik fiir Informatik und Bioinfor-
matik. Springer, 2004 (29,95 EUR)
fur MfI 1-3, sehr umfassend, etwas schwerer zu lesen als das Buch von
Hartmann

e M. Wolff: Ubungsaufgaben zur Mathematik fiir Informatiker und Bioinfor-
matiker. Springer, 2006 (19,95 EUR)
Gute Erganzung zum Lehrbuch von Wolff/Hauck/Kiichlin

e A. Beutelspacher: Lineare Algebra. Vieweg, 2003 (19,90 EUR) — nur fir
MIT 2

gut lesbar mit vielen Erklirungen



e H. Anton: Lineare Algebra. Spektrum Akademischer Verlag, 1998 (26,50
EUR) — nur fur MfI 2
recht umfassend, gute Erginzung, etwas formaler als das Buch von Beutels-
pacher

Skript

Es ist geplant, ein Skript im Nachgang zur Vorlesung online bereit zu stellen.

Dies ist keine Fernstudiumsveranstaltung.
Skript und Webseite ersetzen nicht den Vorlesungsbesuch.

In der Vorlesung und in den Ubungen konnen jederzeit zusitzliche
wesentliche Informationen gegeben werden, die nicht online abrufbar
sind. Es ist in Thre Verantwortung gestellt, sich diese Informationen
zu verschaffen.



C: Algebraische Strukturen

29 Gruppen

29.1 Bedeutung fiir die Informatik

e  Mathematik ist die Lehre von den guten Beschreibungen.“ (A. Beutelspa-
cher)
Die Gruppentheorie arbeitet grundlegende Gemeinsamkeiten hinter vielen
Problemen heraus. Thre Aussagen konnen dann fiir all diese Probleme an-
gewandt werden.

e Gruppen sind abstrakte Modelle fiir Mengen, auf denen eine Verkniipfung
(wie Addition oder Multiplikation) definiert ist.

29.2 Definition

Eine Gruppe besteht aus einer Menge GG und einer Verkniipfung e, die je zwei
Elementen aus G wieder ein Element aus G zuordnet und fiir die gilt:

a) Assoziativgesetz: (aeb)ec=ae(bec) Va,b,ceG.

b) Linksneutrales Element: 3e € G: eea=a VYae€QG.

c¢) Linksinverse Elemente: Zu jedem a € G existiert ein b € G mit bea = e.

Man schreibt auch b =: a™!.

Gilt zusétzlich

d) Kommutativgesetz: aeb=bea VYa,be G,
so heifit (G, e) kommutative Gruppe (abelsche Gruppe). (Vergleiche auch
8.2 in MfI 1.)

|G| heift Ordnung der Gruppe. Ist |G| < oo, spricht man von einer endlichen
Gruppe.



Ein Element e heifit rechtsneutral, wenn
aee=a VYaeQaG.

Ein Element heif3t neutral, wenn es sowohl linksneutral als auch rechtsneutral ist.
Ist ein Element b € G linksinvers zu a € G als auch rechtsinvers d.h.

bea=ec=aeb,

dann nennen wir es inverses Element von a.

Bemerkung: Erfiillt (G, e) lediglich das Assoziativgesetz, so spricht man von
einer Halbgruppe (englisch semigroup). Halbgruppen mit neutralem Element
heiflen Monoide.

29.3 Beispiele

a) Die natiirlichen Zahlen IN = {1,2,3,...} bilden mit der Addition als Ver-
kniipfung eine kommutative Halbgruppe (IN, +).

b) Die nichtnegativen ganzen Zahlen Ny = {0,1,2,...} mit der Addition
bilden ein kommutatives Monoid (INg,+) mit 0 als neutralem Element.
(INg, +) ist keine Gruppe, da zu a € Ny, a # 0 kein inverses Element
existiert.

¢) Ganze Zahlen, rationale Zahlen, reelle Zahlen: (Z,+), (Q,+), (R, +) sind
kommutative Gruppen.

d) (Z,-) ist ein Monoid (1 ist neutrales Element), jedoch keine Gruppe
e) (Q\{0},-), (R\{0},-) sind kommutative Gruppen.

f) Eine Abbildung (Funktion) zwischen zwei Mengen M, N ist eine Vor-

schrift f : M — N, die jedem Element z € M ein eindeutiges Element
f(x) € N zuordnet (vgl. MfI 1, 5.2). Die Abbildung f heifit bijektiv, falls
zu jedem y € N ein x € M mit f(x) = y existiert und fiir 21, 2o € M mit
Ty # xg stets f(x1) # f(x2) gilt (vgl. MfI 1, 5.6).
Die Menge aller Abbildungen g : M — M bildet mit der Komposition (Hin-
tereinanderausfithrung) o als Verkniipfung ein Monoid, mit der identischen
Abbildung als neutralem Element. Die Menge aller bijektiven Abbildungen
g : M — M bildet sogar eine Gruppe (i. d. R. nichtkommutativ).
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g) Wichtiger Spezialfall von f: M = {1,...,n}. Die Menge der bijektiven Ab-
bildungen M — M mit der Komposition o bildet die Permutationsgrup-
pe (symmetrische Gruppe) (S,,0) = S,.

Beispiel fiir n = 3:

(123 (123 (1
1=\1 23) 2T\ \a 3 1) 77T \3
(123 (12 .

7 \2 1 3/ P \1 3 2 '

Dabei beschreibt z. B. g3 die Abbildung

1—3
21
3= 2.

w
~~_
Q
[«2)
Il
N\
w =
NN~ N
— W
~

o3 o g4 beschreibt dann (Reihenfolge beachten!)
13231
2751743
343332,

d.h. 03004 = 0.

Verkniipfungstafel (oder Gruppentafel):

o |01 092 03 04 05 Og

01|01 O9 O3 04 05 Og
02 |02 03 01 Og 04 Os
03|03 01 02 05 0O 04
04|04 05 0O 01 02 O3
05 |05 O¢ 04 O3 01 O3
O¢ | O¢ 04 O5 02 03 O]

o1 ist neutrales Element.

Beachte: .S,, ist nicht kommutativ: o4 o 0g # 04 0 04.

29.4 Satz: Eindeutigkeit des neutralen Elements und der
inversen Elemente

In jeder Gruppe gibt es nur ein neutrales Element. Jedes Element einer Gruppe
hat genau ein inverses Element.



Beweis: Sei e ein neutrales Element. Der Beweis verlauft in 4 Schritten.

a) Ist ba = e (also b = a™'), so gilt auch ab = e (,linksinverse* Elemente sind
auch ,rechtsinvers*):

ab = e(ab)
= (b™'0)(ab)
= b ((ba)b) (Assoziativitét)
= b (eb)
=b'b=e.

b) Fiir alle a € G gilt ae = a (das ,linksneutrale® Element e ist auch ,rechts-
neutral®):

= (aa Ha (Assoziativitét)
=eaq (nach (a))
=a (Def. (links-) neutrales Element) .

¢) Es gibt nur ein neutrales Element.

Sei nédmlich €’ ein weiteres neutrales Element. Dann folgt

/

ea=a Va e G

(b)
=e=ce=¢ce' =¢€".

d) Zu jedem a € G gibt es nur ein a! € G.

Sei namlich ¢ ein weiteres inverses Element zu a. Dann

ca=e (*)
und
c=ce (nach (b))
= c(aa™") (nach (a))
= (ca)a™ (Assoziativitét)
=ea! (nach (*))
U



Gibt es Gruppen, die selbst wieder Gruppen enthalten?

29.5 Definition: Untergruppe

Eine nichtleere Teilmenge U einer Gruppe (G, e), die mit der Verkniipfung e
selbst eine Gruppe ist, heifit Untergruppe von G.

29.6 Satz: Untergruppenkriterium

Sei (G, @) eine Gruppe und U C G nichtleer. Folgende Aussagen sind dquivalent:

i (U, e) ist eine Untergruppe,
i fiirallea,beU =aebecU unda™!eU,

i fiir alle a,b € U = ae b~ € U.

Beweis:
(1) = (i1)  Da (U,e) eine Gruppe ist, gilt fiir alle a,b € U, dal auch

aeb € U und fir jedes a € U ist auch das inverse Element
-1
ael.

(i1) = (4i1) Fiir alle b € U ist auch b~! € U. Nach Voraussetzung ist fiir
alle a,b € U auch a e b € U und damit auch ae b~ € U.

(ii1) = (1) Fiir alle a,b € U ist auch a e b~! € U. Damit folgt mit b = a,
daBl aea™! = e € U (neutrales Element). Mit a = e folgt
fiir alle b € U ist auch e @ b~! = b~! € U (inverses Element).
Mit a,b™! € U folgt auch ae (b™') 1 =aebe U.
(Verkniipfung ist abgeschlossen). Das Assoziativgesetz iibertragt

sich aus G.
O

Bemerkung: Ist G' eine kommutative Gruppe, so ist auch jede Untegruppe eine
kommutative Gruppe.

10



29.7 Beispiele

a) (Z,+) und (Q,+) sind Untergruppen von (R, +).
b) (mZ,+) mit mZ = {mz | z € Z} und m € N ist Untergruppe von (Z,+).

c) Ist (G, e) eine Gruppe mit dem neutralen Element e, so sind ({e}, ) und
(G, o) selbst Untergruppen von (G, e). Da jede Gruppe diese Untergruppen
besitzt, werden diese triviale Untergruppen genannt.

d) Jede Permutation von M = {1,...,n} ldsst sich durch eine Sequenz von
Vertauschungen je zweier Elemente (Transpositionen) darstellen.

Die Menge aller Permutationen von M = {1,...,n} mit einer geraden
Anzahl von Transpositionen bildet eine Untergruppe der symmetrischen
Gruppe (S, 0), die alternierende Gruppe (A,,o).

Zum Beispiel besteht Az aus den Permutationen o1, 09, 03 (Bezeichnungen
nach 29.3) mit der Verkniipfungstafel

o |01 09 O3

01101 0O O3
09 | 02 03 01
03|03 01 O3

As ist sogar kommutativ (obwohl S5 nicht kommutativ ist).

29.8 Zyklenschreibweise fiir Permutationen

Es sei o eine Permutation von M = {1,...,n}. Dann wird jedes Element von M
nach spétestens n-maligem Anwenden von ¢ auf sich selbst abgebildet.

Begriindung: Fiir alle a € M gilt, daf} die Sequenz

(a, o(a),o(o(a)),..., U”(a))

n + 1 Elemente enthélt und da |M| = n mufl mindestens ein Element in der Se-
quenz zweimal vorkommen. Das erste Element, daf} sich in der Sequenz wiederholt
muf} a selbst sein, da ansonsten zwei verschiedene Element von o auf dasselbe
Element abgebildet werden wiirden, was der Injektivitit von o widerspricht.

Beispiel: n =4
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473 4
1 2 3 4
) osi=\3 4 | 9
138321
223489

Dies motiviert die Zyklenschreibweise

a) oy =(13 2 4)
b) oo = (1 3 2) (der Einerzyklus ( 4 ) wird weggelassen)

c)og=(13)(2 4).
Eigenschaften:

e Ein Zyklus (a b ¢ d) ist invariant unter zyklischer Vertauschung seiner
Argumente d.h. (a b ¢ d)=(b c d a)=(cd ab)=(d ab c).

e Das inverse Element eines Zyklus (a b ¢ d ) ergibt sich durch riickwérts
schreiben des Zyklus:

(abcd)yt=(dcba).

e Jede Permutation léf3t sich in ein endliches Produkt disjunkter Zyklen zer-
legen.

e Jeder Zyklus 148t sich als Verkiipfung von Vertauschungen von je zwei Ele-
menten schreiben (Transposition oder 2er-Zyklus).
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Fortsetzung der Beispiele:

o0=(1324)=(13)e(3 2)e(2 4), (ungerade Permutation)
oo=(132)=(13)e(3 2), (gerade Permutation)
o3=(13)(2 4), (gerade Permutation)

e Eine Permutation heifit gerade, wenn sie Komposition einer geraden An-
zahl von Transpositionen ist. (Die Zerlegung in Transpositionen ist nicht
eindeutig aber alle Zerlegungen einer Permutation sind entweder immer
gerade oder immer ungerade).

Mit Hilfe von Aquivalenzrelationen kann man eine Menge in Aquivalenzklassen
zerlegen (vgl. MfI 1, 4.4-4.6). Gibt es eine dhnliche Zerlegung bei Gruppen?

29.9 Definition

Es sei (G, @) eine Gruppe mit Untergruppe (U, ®). Ferner sei g € G. Dann nennen

wir
gU :={geu|uec U} Linksnebenklasse von g,

Ug:={ueg|ueU} Rechtsnebenklasse von g.

Bemerkung: Haufig betrachtet man nur Linksnebenklassen und nennt diese Ne-
benklassen.

29.10 Satz: Nebenklassenzerlegung einer Gruppe

Es sei (G, ) eine Gruppe, g, h € G und (U, e) eine Untergruppe. Dann gilt:

a) geU = gUuU=U
b) Zwei (Links-) Nebenklassen gU, hU sind entweder gleich oder disjunkt.

c) Jedes a € G liegt in einer eindeutig bestimmten (Links-) Nebenklasse, d. h.
die Nebenklassen von U bilden eine Partition von G.
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d) Alle (Links-) Nebenklassen beziiglich einer festen Untergruppe U sind gleich
méchtig:
Ul =[U|l Vge@.

Bemerkung: Fiir Rechtsnebenklassen gelten analoge Aussagen.

Beweis:

a) Aus der Abgeschlossenheit von U unter der Gruppenoperation folgt gU C
U. Da auch g~ € U, gilt fiir jedes h € U, dass

g(g™ h) = (99 )h =1
mit ¢g~'h € U, also U C gU.

b) Angenommen, gU und AU haben ein gemeinsames Element.
Dann folgt: Es gibt a,b € U mit

ga = hb (*)

Daraus folgt

a

gU 2 g(al) = (ga)U 2 (hh)U
= hoU) ¥ U

—
Nasy

¢) a € G liegt in aU, da U das neutrale Element e enthélt. Die Eindeutigkeit
folgt aus (b).

d) Wir betrachten die Linksnebenklasse gU.

e Zu jedem a € gU existiert ein b = b(a) € U mit gb = a, wobei fiir
ay # ag stets b(ay) # b(az) gilt. Also ist |gU| < |U].

e Fiir a;,as € U mit ga; = gasy gilt auch a; = as, denn a; = g~ 'ga; =
g lgas = ay. Also ist |gU| > |U].

Damit folgt |gU| = |U]. O
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29.11 Beispiele

a) (bZ,+) ist eine Untergruppe von (Z,+). Wir konnen Z in 5 (Links-) Ne-
benklassen zerlegen:

0+ 5Z =: [0]
1+5Z =:[1]
2+ 57 =: [2]
3+ 57 =: [3]
4452 = [4]

Dies sind gerade die Kongruenzklassen (Restklassen) modulo 5 (vgl. MfT 1,
Kap. 7).

b) Die alternierende Gruppe (As, o) ist eine Untergruppe der symmetrischen
Gruppe (S3,0); vgl. 29.3g, 29.7d.

Sz = {01,09,...,0¢} hat die Linksnebenklassen
Az = {01702,0'3} (: 1Az = 03A3 = 03A3)
043 = {04, 05, 06} (Z o543 = UﬁAs)
denn o401 =04, 0501 = 05 , 001 = Og ,
0402 = 05, 0502 = Og , 0602 = 04,
0403 = 0Og , 0503 = 04 , 0g03 — 05 .

Wie viele Nebenklassen besitzt eine Nebenklassenzerlegung von G beziiglich einer
Untergruppe U?

29.12 Definition

Es sei (U, e) eine Untergruppe von (G,e). Dann bezeichnen wir die Menge aller
Linksnebenklassen mit G/U (gesprochen: ,G modulo U“), und G : U := |G/U|
nennt man den Index von U in G.

29.13 Satz von Lagrange

Es sei (G, e) ene endliche Gruppe mit Untergruppe (U, e). Dann ist die Unter-
gruppenordnung |U| ein Teiler der Gruppenordnung |G|, und fiir die Anzahl der
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Linksnebenklassen gilt

G|
G:U=—.
U]

Beweis: Nach Satz 29.10 sind alle Nebenklassen von G beziiglich U gleich
méchtig und bilden eine Partition von G. Also muss (G : U) - |U| = |G| gel-
ten. Daraus folgen die Behauptungen des Satzes. U

29.14 Korollar

Ist die Ordnung von G eine Primzahl, so besitzt G nur die trivialen Untergruppen.

29.15 Beispiele

a) |93 =6, [As| =3 6

Sg/Ag = {A3,0'4A3}, Sg : Ag = |53/A3| =2= g

b) Eine Gruppe mit 30 Elementen kann nur Untergruppen mit 1,2,3,5, 6,10, 15
oder 30 Elementen besitzen.

29.16 Definition: Normalteiler

Eine Untergruppe ([N, e) einer Gruppe (G, e), fiir die Links- und Rechtsneben-
klassen identisch sind, d.h.

gN =Ng VgedG.

heift Normalteiler (oder normale Untergruppe).

Bemerkung: Offensichtlich ist in einer kommutativen Gruppe (G, e) jede Un-
tergruppe ein Normalteiler.

Warum sind Normalteiler wichtig? Ist die Untergruppe ein Normalteiler wird auf
der Menge der Nebenklassen eine Gruppenstruktur induziert.
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29.17 Satz: Faktorgruppe

Ist eine Untergruppe (XN, ®) Normalteiler von (G, e) Dann ist die Nebenklassen-
menge G/N mit der Verkniipfung o : G/N x G/N — G/N definiert als

(gN) o (hN) := (gh)N
eine Gruppe (G/N, o), die sogenannte Faktorgruppe G nach N.

Beweis: Der wesentliche Teil des Beweises ist es zu zeigen, daf die Verkniipfung
o auf G/N wohldefiniert ist. ,wohldefiniert“ heifit, dafl die Verkiipfung eindeutig
definiert ist, d.h. unabhéngig von der Wahl der Représentaten der Nebenklasse.

Seien g1,92 € ¢1N, d.h. g;7'go € N und g;'g1 € N und hy,hy € by N, d.h.
hi'hy € N und hy'hy € N. Zu zeigen ist, daB

(1N) o (lN) = (g1h1)N = (g2ha) N = (g2N) o (hoN),

d.h. das Ergebnis der Verkniipfung zweier Nebenklassen ist unabhéngig von der
Wahl des Repréasentanten.

Es gilt:
g2haN = gohohy'hiN  (hy'hi' € N und gN = N, Vg € N)
= g1 N (N ist Normalteiler)
= g Nhy (95'g1 € Nund gN = N, Vg€ N)
= g295 ' g1Nhy (N ist Normalteiler)

=g N

Die Assoziativitét von o folgt aus der Assoziativitdat der Verkniipfung von G. Das
neutrale Element von G/N ist N, denn fiir alle gN € G/N gilt

gNoN=gNoeN = (ge)N = gN.
Das inverse Element von gN € G/N ist g7!N, da
gNog N = (g9 )N =eN = N.

29.18 Beispiel

Die Untergruppe (5Z,+) (vgl. 29.11a) ist Normalteiler in (Z, +), da (Z, +) eine
kommutative Gruppe ist. Die Elemente von Zs := Z/57Z sind die Kongruenzklas-
sen [0],...,[4].
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Auf Zs wird damit die Gruppenoperation durch
(a+5Z)+ (b+5Z) := (a+b) + 5Z
eingefiihrt, das heifit durch
[a] +[b] :=[a+ 1] .
Dies ist gerade die Addition von Kongruenzklassen modulo 5 (modulare Addition,

vgl. MfT 1, Kap. 7).

29.19 Definition: Abbildungen zwischen Gruppen
Es seien (G, 0), (G2, ) Gruppen.

a) Ein Homomorphismus von G nach G ist eine Abbildung f : G; — G5

mit
f(aob) = f(a) e f(b) Va,b e Gy .
T T
Verkniipfung Verkniipfung
in Gl in G2

b) Ein injektiver Homomorphismus heift Monomorphismus.

(Eine Abbildung f : M — N heifit injektiv, wenn fiir 21,25 € M, x1 # 22
stets f(x1) # f(x2) ist, vgl. Mfl 1, 5.6.)

c¢) Ein surjektiver Homomorphismus heifft Epimorphismus.

(Eine Abbildung f : M — N heifit surjektiv, wenn fiir jedes y € N ein
x € M existiert mit f(z) =y, vgl. MfI 1, 5.6.)

d) Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus. Man schreibt dann
G = Gs.

e) Ein Homomorphismus von G in sich selbst heifit Endomorphismus.

f) Ein Isomorphismus von G in sich selbst heifit Automorphismus.
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29.20 Beispiele

e SeiaeR. f:(R,+) = (R,+), x — ax. [ ist ein Automorphismus. Es
gilt fiir alle z,y € R,

flz+y)=alr+y),
f(@) + f(y) = (az) + (ay)

Also ist f ein Homomorphismus. Man kann leicht iiberpriifen, daf§ f bijektiv
ist.

e f:(R,4+) — (R\{0},), z — €. f ist ein Monomorphismus. Es gilt fiir
alle z,y € R,

flz+y) ==,
flz)- fly)=¢€"-e¥ = e(+y)

f ist injektiv aber nicht surjektiv.

29.21 Definition: Bild und Kern

Es sei f: G; — G5 ein Homomorphismus der Gruppen G, Go. Dann heifit

Im(f) == {f(91) | g1 € G1}
das Bild von f.

Sei ferner ey das neutrale Element von (G, e). Dann bezeichnet man

Ker(f) :={g1 € G1 | f(g1) = ea}

als Kern von f.

Warum ist der Kern eines Homomorphismus wichtig? Man kann zeigen:

29.22 Satz: Homomorphiesatz fiir Gruppen

Sei f : G1 — G5 ein Homomorphismus der Gruppen GG; und Gs. Dann ist Ker(f)
Normalteiler von G, und die Faktorgruppe G4/ Ker(f) ist isomorph zum Bild
von f:

Gy/ Ker(f) = Im(f) .
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Bemerkung: Man kann also eine nicht bijektive Abbildung zwischen Gruppen
bijektiv machen, indem man zum Faktorraum iibergeht, also Elemente ignoriert,
die auf das neutrale Element von G5 abgebildet werden.
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30 Ringe und Korper

30.1 Motivation

e Hiufig gibt es auf einer Menge zwei Verkniipfungen: eine ,, Addition* und
eine , Multiplikation*.

e Beispiele:

— (Z,+,-) — hier gibt es sogar noch eine Division mit Rest.

— (R, +,-) — hier gibt es auch eine Division.

e Lassen sich diese Konzepte algebraisch abstrahieren?

30.2 Definition: Ring

Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen +, - auf R heifit Ring, wenn gilt:

a) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
b) (R,-) ist eine Halbgruppe.

c¢) Distributivgesetze:

(b+c)-a=(b-a

~—

+ (c-a)

Ist (R,-) sogar ein Monoid, so heifit (R, +,-) Ring mit Einselement.

Gilt neben (a)—(c) noch

d) Kommutativgesetz der Multiplikation:

a-b=b-a Ya,b € R,

so heiBt (R, +,-) kommutativer Ring.
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30.3 Konventionen

In einem Ring (R, +, ) bezeichnet man héiufig

e das neutrale Element der Addition als Nullelement (0),

e das neutrale Element der Multiplikation (sofern es existiert) als Einsele-
ment (1),

e das additive Inverse zu a mit —a,

1
e das multiplikative Inverse zu a (sofern es existiert) mit —.
a

Um Klammern zu sparen, vereinbart man , Punkt- vor Strichrechnung*.

30.4 Beispiele

a) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

Auflerdem kann man ganze Zahlen mittels der <-Beziehung vergleichen.
Das ermoglicht die Division mit Rest (vgl. MfI 1, 6.2).

Zu jeder Zahl a € Z und jeder Zahl b € Z, b > 0 gibt es eindeutig bestimmte
Zahlen ¢, r € Z mit

a=qb+r, 0<r<b.

Man nennt ¢ den Quotienten und r den Rest der Division von a durch b.
Dabei heifit a Dividend und b Divisor.

Ist der Rest bei der Division von a durch b gleich 0, so ist a durch b teilbar
(vgl. Mf 1, 6.3).

b) (Q,+,) und (R, +,-) sind ebenfalls kommutative Ringe mit Eins. Wir be-
trachten sie spéter genauer.

c) Die Menge Z,, = Z/mZ der Restklassen modulo m (wobei m € IN) bildet
mit der modularen Addition (vgl. 29.18 und MfI 1, 7.8ff.)

[a] 4+ [b] := [a + D]
sowie der Multiplikation (,modulare Multiplikation®, vgl. MfI 1, 7.12ff.)
[a] - [b] := [a - b] (%)
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den Restklassenring (Z/mZ,+,-). Auch er ist kommutativ. Er besitzt
das Einselement [1].

Zum Nachweis, dass die Multiplikation (x) auf der Basis der Multiplika-
tion ganzer Zahlen sinnvoll definiert ist, zeigen wir, dass das Ergebnis
unabhéngig davon ist, welche ganzen Zahlen aus den jeweiligen Kongru-
enzklassen gewiahlt werden: Fiir ganze Zahlen a,b sei ' = a + ¢ym und
b =0+ ggm mit ¢1,q2 € Z, d.h. a,d’ € [a] = a+ mZ (bzw. [d'] = [a]) und
b,V € [b] =b+mZ (bzw. [V'] = [b]). Dann ist

a0 = (a+qm)-(b+gm)
=a-b+ (ags + bg1 + ggom)m

also a-b,a" -V € [a-b] =ab+mZ (bzw. [a' - V] = [a-]]). O

Weitere wichtige Beispiele folgen spéter: fiir kommutative Ringe (Polynom-
ringe, Kap. 31) und fiir nichtkommutative Ringe (Matrizen, Kap. 35).

30.5 Satz: Unterringkriterium

Es sei (R, +,+) ein Ring und S C R. Dann ist (S, +, -) genau dann ein Ring, wenn

a)
b)

(S,+) eine Untergruppe von (R, +) ist (vgl. 29.6)

(S, ) abgeschlossen ist: a-b € S Va,b e S.

Beweis: analog zu Satz 29.6.

30.6 Beispiel

(mZ,+,-) (m € IN) ist Unterring von (Z, +, -), denn

a)
b)

(mZ,+) ist Untergruppe von (Z,+) (vgl. 29.7b)

(mZ,-) ist abgeschlossen:
Fiir a,b € mZ existieren ¢y, gy € Z mit a = ¢ym, b = gam, also

ab = (am)(gam) = (q1gam)m € mZ .
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30.7 Definition: Korper

Eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und - auf K heifit Kérper, wenn gilt:

a) (K, +,) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

b) Inverse Elemente: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein ¢~ mit a~ta = 1.

30.8 Bemerkungen

a) (K,+,-) besteht somit aus den kommutativen Gruppen (K, +) und (K \
{0}, ), zwischen denen ein Distributivgesetz gilt.

b) Statt K \ {0} schreibt man auch K*.

c¢) Falls (K*,-) nur eine nichtkommutative Gruppe ist, bezeichnet man (K, +, -)
als Schiefkorper (Beispiel: Quaternionen).

d) Englische Bezeichnung fiir einen Korper: field.

30.9 Beispiele

a) (Z,+,-) ist kein Korper, da zu a € Z* im Allgemeinen kein a~! existiert.
b) (Q,+,-) und (R, +,-) sind Korper.

c) (Z)2Z,+,-) ist ein Korper, da [1] - [1] = [1] (selbstinvers). Dieser Korper
hat nur die Elemente [0] und [1].

Weitere Beispiele folgen spiter.

30.10 Satz: Eigenschaften von Korpern
In einem Kérper (K, +,-) gilt:

a) a-0=0furallea € K

b) Nullteilerfreiheit: Sind a,b € K mit a # 0 und b # 0, so ist auch a - b # 0.
Damit gilt: a - b = 0 genau dann, wenn a = 0 oder b = 0.
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Beweis:

a) Da 0 neutrales Element fiir + ist, gilt

a-0+0=a-0
=a-(040)
=a-0+a-0 (Distributivitét)

Addition von —a - 0 auf beiden Seiten ergibt die Behauptung.

b) Es seien a # 0, b # 0. Angenommen, es gilt a - b = 0. Dann folgt

b= (ata)b=a""(ab) =a*-0 @
0

im Widerspruch zu b # 0. U

Bemerkung:

e In Korpern kann man aufler Addition und Multiplikation auch Subtraktion
und Division definieren.

=a+(=b) firallea,beK,

=a-b', fiiralle a,b € K mit b # 0.

e Satz 30.10a impliziert, dass man in Kérpern nicht durch 0 dividieren darf:
q = § bedeutet a = ¢ - b. Gilt hierin b = 0, so folgt a = 0. Fiir a = 0
ist jedoch a = ¢ - b fiir jedes q € K erfiillt. Also ist auch der Ausdruck %
sinnlos.

30.11 Der Korper der komplexen Zahlen

Hier wird nur das Notigste angegeben — ausfiihrlich werden komplexe Zahlen in
MIAT 1, Kap. 9 behandelt.
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Definition: Es sei C := {(a,b) | a,b € R}, und wir fiithren auf C folgende
Operationen ein:

a) Addition:
(a,b) + (¢,d) == (a+c,b+d) Va,b,c,deR
b) Multiplikation:
(a,b) - (c,d) := (ac — bd,ad + bc) Va,b,c,d € R .

Dann ist (C,+,-) ein Koérper mit dem Nullelement (0,0) und dem Einselement
(1,0).

Eigenschaften:

a) Einbettung von R: Die Teilmenge {(a,0) | a € R} ist beziiglich Addition
und Multiplikation abgeschlossen und isomorph dem Korper (R, +, -). Man
identifiziert daher (a,0) mit der reellen Zahl a.

b) Imaginire Einheit: i := (0,1). Es gilt i = —1.
¢) Damit lassen sich komplexe Zahlen darstellen als

(a,b) =a+1ib Va,be R.

d) Es sei z := a + ib. Dann heiit a Realteil, b Imaginirteil von z. Man
schreibt

a=Rez, b=Imz.
Z := a — ib heifit konjugiertes Element zu 2.
e) |z| := V2Z = Va® + 1? heiit Betrag der komplexen Zahl z = a + ib.
f) 271 = ﬁ (inverses Element)

g) Division mithilfe des komplex Konjugierten:

a—l—ib_a+ib c—1id
c+id  c+id c¢—id
_ (ac+bd) +i(bc — ad)
N 2+ d?
ac+bd . be—ad
+1 .
c? + d? c? + d?
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30.12 Endliche Koérper

a) Der Restklassenring (Z,,,+,-) (vgl. 30.4c) ist ein Kérper dann und nur
dann, wenn er nullteilerfrei ist. Man kann zeigen, dass dies genau dann der
Fall ist, wenn m eine Primzahl ist (vgl. MfI 1, 7.17).

b) Allgemein heiit ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen Galoisfeld (nach
Evariste Galois, 1811-1832).

Man kann zeigen: Fiir ¢ € IN gibt es ein Galoisfeld genau dann, wenn ¢ = p™

mit einer Primzahl p und einer natiirlichen Zahl m. Fiir jedes solche ¢ ist
das zugehorige Galoisfeld bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und wird
mit GF(q) bezeichnet.

Es gilt also fiir Primzahlen p:
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31 Polynomringe

31.1 Motivation

Polynome spielen eine wichtige Rolle in vielen Berechnungen, einerseits weil oft-
mals funktionale Zusammenhénge durch Polynome beschrieben werden, anderer-
seits weil Polynome oft zur Annédherung anderer Funktionen verwendet werden
(vgl. Satz von Taylor, MfT 1, Kap. 20).

Polynomringe gehoren damit zu den wichtigsten Ringen.

31.2 Definition: Polynomringe

Es sei (R,+,-) ein Ring (z.B. R = R) und ag, ay,...,a, € R. Wir setzen zur

Abkiirzung

—_—
k Faktoren

und verwenden das Summenzeichen analog zur Addition reeller Zahlen auch fiir
die Addition in R.

Dann nennen wir die Abbildung
p:R— R, x»—)Zakxk
k=0

Polynom (iiber R). ay,...,a, heilen Koeffizienten von p. Ist a, # 0, so heifit
n der Grad von p, symbolisch n = deg(p). (Fiir p(xz) = 0 definiert man deg(p) =
—00.)

Beispiel: p(z) = 5x® — 1,3z + 6 ist ein Polynom vom Grad 3 iiber R.

Die Menge aller Polynome iiber R nennen wir R[z].

Auf R[z| definieren wir eine Addition und eine Multiplikation ,, punktweise* durch

(p+q)(x) = p(zr) +q(x)
(p-q)(z) == p(x) - q(z)

} Vp,q € Rlx] .

Dann ist (R[z],+,-) ein Ring, der Polynomring iiber R.
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Der Nachweis der Ringeigenschaften ist aufwéndig. Man verwendet, dass fiir

p(a) =S aat a@) = 3 bt
k=0 k=0

gilt

k=0
2n

(p-q)(z) = Z Z ab; | =" .
k=0 i+i=k

0<i,j<n

Dabei wurde n := max(deg(p),deg(q)) gesetzt (und ggf. die Koeffizienten des
Polynoms niedrigeren Grades mit Nullen ergénzt).

31.3 Das Horner-Schema

Héaufig miissen Funktionswerte von Polynomen effizient berechnet werden. Eine
naive Auswertung eines Polynoms

p(x) =527 + 42° — 32° + 4a* + 6% — T2® + 4z — 1
erfordert 7 Additionen und 7+ 6 + 5+ 4 + 3 + 2 + 1 = 28 Multiplikationen.

Wesentlich effizienter ist das Horner-Schema, das eine geschickte Klammerung
ausnutzt:

px) = ((((hr+4)z —=3)z+4)xz+6)xr —Tr+4)z —1.

Arbeitet man die Klammern von innen nach auflen ab, so benétigt man nur 7
Additionen und 7 Multiplikationen.

Allgemein benétigt man zur naiven Auswertung eines Polynoms n-ten Grades n
Additionen und Y° k = in(n+1) Multiplikationen. Das Horner-Schema reduziert
k=1

den Aufwand auf n Additionen und n Multiplikationen.

In den Abschnitten 31.4-31.13 beschiftigen wir uns ausschlief3lich mit
dem Polynomring R|z].
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31.4 Polynomdivision in R|z]

Im Ring (Z,+, ) gibt es die Division mit Rest (vgl. 30.4a sowie MfI 1, Kap. 6).
Kann man Ahnliches auch im Polynomring (R[z], +,-) tun? (Achtung: Hier be-
trachten wir ausschlieBlich R = IR.)

Man kann zeigen:

Satz: Zu a,b € R[z] mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢,r €
R[x] mit

a=qgb+r und deg(r) < deg(b) .

Quotient, Rest, Dividend, Divisor werden definiert wie in 30.4a.

Definition: Ist der Rest der Division von a durch b gleich 0, so ist das Polynom
a durch das Polynom b teilbar. (b teilt a, b ist Teiler von a.)

31.5 Praktische Durchfiihrung der Polynomdivision

Analog zur schriftlichen Division natiirlicher Zahlen

r 7 geht 5x in 361

365 : 7 = 52 Rest 1
—35 «5-7=35«

15
—14

1

fithrt man die Polynomdivision durch:

ot x? = 22

L 1
(2t + 223 + 32 + 4o + 5) (2?4 1) =22+22+2 Rest 2z+3
—(z* + 2?) — a2 (224 1) =at 422
223 + 227 + 4x
— (223 + 2z)
22% + 22 +5
—(22* +2)
2z + 3

30



Satz 31.4 hat zwei wichtige Folgerungen.

31.6 Satz: Abspaltung von Nullstellen

Hat p € R[z] die Nullstelle zy (d.h. p(z9) = 0), so ist p durch das Polynom
r — xg ohne Rest teilbar.

Beweis: Nach Satz 31.4 existieren fir p(x) und b(x) = = — o die Polynome
alz), (z) mit
p(x) = q(z)b(x) +r(z), deg(r) < deg(b) .

In zg gilt dann

0 = p(zo) = q(x0) - b(xo) +7 (o) - (%)

=0

Wegen deg(r) < deg(b) = 1 folgt deg(r) < 0, also r(z) = ap. Wegen (%) ist
r(z) =r(xe) = 0. O

31.7 Satz: Anzahl der Nullstellen

Ein von 0 verschiedenes Polynom p € R|z] vom Grad n hat hochstens n Nullstel-
len.

Beweis: Angenommen, p hat mehr als n Nullstellen. Sukzessives Abspalten der
Nullstellen xy, zs, . .., z, (aufgrund der Nullteilerfreiheit des Kérpers R) ergibt

dgeR[z]: pla) = (z—z1)(@—22) ...~ (= 2n)q(2)
Dabei hat g(x) den Grad 0, sonst wéare deg(p) > n, also ist g(x) = ap.
Es sei nun x,,.1 eine weitere Nullstelle, d. h.
0=pTns1) = (Tpr1 — 1) (@p1 —22) - oo (Tpa1 — Tp) - ap -

Aufgrund der Nullteilerfreiheit von R ist einer der Faktoren (z,11—x1), ..., (Tni1—
Tp), ag gleich 0. Wegen p(z) # 0 kann ag = 0 nicht gelten.

Also stimmt x,, .1 mit einem der 1, ..., z, iiberein. O
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Im Ring (Z, +, -) gibt es die Begriffe der Teilbarkeit und des gréfiten gemeinsamen
Teilers (vgl. MfI 1, Kap. 6). Diese lassen sich auch fiir Polynomringe formulieren.

Teilbarkeit wurde bereits in 31.4 eingefiihrt.

31.8 Definition: groflter gemeinsamer Teiler

Es seien a,b € R|z]. Ein Polynom p € R[z] heifit gemeinsamer Teiler von a
und b, falls p sowohl a als auch b teilt. p heifit groflter gemeinsamer Teiler
von a und b, falls p auflerdem durch jeden gemeinsamen Teiler von a und b teilbar
ist (Schreibweise: p = ggT(a,b)).

Fiir eine effiziente Berechnung des ggT nutzen wir folgende Eigenschaften des
gg'l" aus:

Lemma: Eigenschaften des ggT (vgl. MfI 1, Lemma 6.11 fiir ganze Zahlen)
Es seien a,b,q € R[z]. Dann gilt:

a) d = ggT(a,b) genau dann, wenn d = ggT(b,a — ¢b).

b) Ist a = gb, so gilt b = ggT(a,b).

31.9 Euklidischer Algorithmus zur ggT-Bestimmung von
Polynomen

(Euklidischer Algorithmus fiir ganze Zahlen: MfI 1, 6.12)

Fiir die Polynome a, b € R[z] mit deg(a) > deg(b) setzen wir ro := a, r; := b und
fithren sukzessive Polynomdivisionen aus:

ro = qor1 + T2, deg(ry) < deg(ry) ,
r=qTre + 73, deg(r3) < deg(r2) ,
Tn—2 = qn—2Tn—1 + 7 5 deg(rn) < deg(rn—l) 5

Tn—1 = Qn—-1Tn -

Dann ist r, = ggT(a,b).
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Beispiel:

a(r)=x'+2° -2+ +2
b(x) = 2® + 227 + 2 + 1

Polynomdivisionen:

(z*+2° =2 +2+2)= (- 1)(2*+22° + 20 + 1) + (=2 + 22 + 3)
(2 + 222 + 20+ 1) = (—z — 4)(—2? + 22 + 3) + (132 + 13)
1
(—2* +22+3) = <—1—3x+13—3) (13z +13) .

Also ist ggT(a(z),b(x)) = 13z + 13. (Eindeutig nur bis auf Vielfache: Jedes
Polynom ¢(13z 4 13) mit einer Konstanten ¢ # 0 ist ebenfalls ggT.)

Gibt es in Polynomringen eine Entsprechung zu Primzahlen und Primfaktoren-
zerlegung in ganzen Zahlen (vgl. MfI 1, 6.3/6.6)?

31.10 Definition

Es sei K ein Korper. Ein nichtkonstantes Polynom p € K[x] heifit reduzibel
tiber K, falls es Polynome «a,b € R[z] mit deg(a) > 0, deg(b) > 0 (nichtkonstante
Polynome) gibt mit p = a - b. Andernfalls heifit p irreduzibel tiber K.

31.11 Beispiele

a) 2% — 3 ist irreduzibel Q, aber reduzibel iiber R:
-3 = (SL’—i—\/g) (x—\/§> .

b) x? + 1 ist irreduzibel iiber R aber reduzibel iiber C, da

22+ 1= (z—i)(x+1).

c¢) Lineare Polynome z — a mit a € K sind immer irreduzibel.
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31.12 Irreduzible Polynome als ,,Primfaktoren* in R|x]

Irreduzible Polynome in (R[z],+,-) haben dhnliche Eigenschaften wie Primfak-
toren in (Z,+,+). So existiert z. B. eine , Primfaktorzerlegung*:

Jedes nichtkonstante Polynom p € R|x] lasst sich als Produkt irreduzibler Poly-
nome aus R[x] darstellen. Die Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der irredu-
ziblen Polynome und bis auf Multiplikation mit konstanten Polynomen eindeutig.

31.13 Beispiel

p(r) = 28 —2? + 2 —1 hat in R[z] die folgende Zerlegung in irreduzible Polynome:
plx) = (2 +1)(z = 1)
Aquivalent hierzu sind z. B.
p(r) = (z —1)(2* + 1) = (4o — 4) (i z® + i) :

Generell kann man zeigen, dass es iiber R nur zwei Typen irreduzibler Polynome
gibt:

a) lineare Polynome,

b) quadratische Polynome ax? + bx + ¢ mit b* — 4ac < 0.

Die Bedingung b? —4ac < 0 ist gerade die Bedingung, daf das Polynom ax?+bx+c
keine Nullstelle in R hat. Andernfalls wire mit Satz 31.6 das Polynom reduzibel.
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31.14 Polynomringe iiber allgemeinen Koérpern

Das Horner-Schema (31.3) sowie die in den Abschnitten 31.4-31.13 fir R|z] ge-
wonnenen Resultate

e Polynomdivision

e Abspaltung von Nullstellen

e Anzahl der Nullstellen eines Polynoms n-ten Grades

e Teilbarkeit, gemeinsame Teiler, gg'T, Euklidischer Algorithmus

e Primfaktorzerlegung

gelten allgemein fiir jeden Polynomring K[z] {iber einem Korper K. Die Beweise
verlaufen identisch.

31.15 Beispiele

a) Wir betrachten den Polynomring iiber dem Kérper (Zs, +, -). Das Polynom

p(z) =42 + 32 — 1

hat wegen
p([0]) = [4] - [0]* + [3] - [0] — [1] = [4]
p((1]) = [4] - [1* + (3] - [1] = [1] = [1]
p((2]) = [4] - (2" + (3] - [2] - [1] = [1]
p([3]) = [4] - [3] + [3] - [3] — [1] = [4]
p([4]) = [4] - [4)* + [3] - [4] — [1] = [0]

in Zs genau eine Nullstelle, namlich [4].

b) Abspalten der Nullstelle durch Polynomdivision in (Zs, +, -):

([4a*+ Bla—[1]) :(x—[4]) = [4)z+[4]
—([4]?— [1]z)
[4]z—[1]
—([4Jz+[4])
[0]
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31.16 Anwendung: Fehlerkorrektur in der Dateniibertra-
gung
Bei der Ubertragung binérer Daten kénnen Bits ,,umklappen®.

Einfachste Abhilfe zur Fehlererkennung: Einfithrung von zusétzlichen Priifbits.

Beispiel: Ein Datenblock von 1 Byte wird iibertragen; es wird ein Priifbit an-
gehingt, das die Summe der Bits modulo 2 angibt:

11001101 1
~~ ~ ~~
Byte (Daten) Priifbit

Empfiangt man beispielsweise 11011101|1, muss ein Fehler aufgetreten sein.

Nachteile:

e Man muss 1/8 mehr Daten iibertragen.

e Kein Fehler wird festgestellt, wenn 2 Bits umklappen.

Sicherung mittels Polynomdivision in Z,: Alternativ kann man wie folgt
vorgehen:

1. Interpretiere die Bits eines zu iibertragenden Datenblocks als Koeffizienten
eines Polynoms f(z) € Zs[x].
Beuspiel:  Byte als Datenblock: 11001101
Polynom: fl)=a"+2°+2°+ 22 +1

2. Ein festes ,Generatorpolynom® g(x) € Zs[z] mit deg(g) = n dient als
Divisor. Typischerweise ist deg(g) << deg f.

3. Betrachte statt f(z) das Polynom h(z) = 2" - f(z).
(Das heifit: an die Bitfolge zu f(z) werden n Nullen angehéngt.)

Beispiel (n = 4):
h(z)

~

110iﬁ101\0030
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4. Berechne die Polynomdivision h(x) : g(z) in Zs|x]:
h(x) = q(x)g(x) +r(z), deg(r) <n.

5. Sende h(z) — r(z) = q(z)g(x). (In Zy[z] ist dies auch gleich h(z) + r(z).)

Wegen deg(r) < n unterscheiden sich h(x) — r(x) und h(x) hochstens in

den letzten n Bits:
h(x)J—:’(:c)

1 2999
11001101|....
f(z) ()

r(x) dient der Fehlererkennung.

6. Der Empfinger erhilt das Polynom p(z).

Tritt bei Division durch g(x) ein Rest auf, so ist p(z) # h(z) — r(x), es ist
also ein Ubertragungsfehler aufgetreten.

Bei geschickter Wahl von ¢(z)

e ist es sehr unwahrscheinlich, dass bei einem Ubertragungsfehler die Division
p(z) : g(x) ohne Rest aufgeht

e kann man anhand des Divisionsrestes den Fehler lokalisieren und korrigie-
ren.

Konkrete Spezifikation im X.25-Ubertragungsprotokoll:

e Datenblock: 4096 Byte = 32 768 Bit
= deg(f) = 32767 .

e Generatorpolynom: g(z) = z'6 + 22 + 25 + 1
= deg(g) = 16 (2 Byte zur Fehlerkorrektur)

Es werden nur ~ 0,49 Promille zusétzliche Daten iibertragen. Erkannt wer-

2
4096
den unter Anderem alle 1-, 2- und 3-Bit-Fehler sowie alle Fehler mit ungerader
Anzahl umgeklappter Bits.

Die Algorithmen zur Polynomdivision in Zy[z] lassen sich effizient in Soft- und
Hardware realisieren.
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32 Boolesche Algebren

32.1 Motivation

e Ring- und Korperdefinition beschreiben nicht die einzigen sinnvollen Moglich-
keiten, wie zwei Verkniipfungen auf derselben Menge zusammenwirken kénnen.

— Operationen auf Mengen: Vereinigung U, Durchschnitt N, Komple-
mentbildung C (vgl. MfT 1, Kap. 1)

— Operationen auf logischen Ausdriicken: Disjunktion (ODER) Vv, Kon-
junktion (UND) A, Negation (NICHT) — (vgl. MfI 1, Kap. 2)

Beide Beispiele folgen dhnlichen Gesetzen.
e Liegt eine gemeinsame algebraische Struktur vor?

e Gibt es weitere wichtige Beispiele hierfiir?

32.2 Definition

Eine Menge M bildet mit zwei algebraischen Verkniipfungen 4 und - sowie einer
einstelligen Operation = (einer Abbildung von M in M) eine boolesche Algebra

(M, +,-,—), wenn gilt:
a) Kommutativgesetze:

at+b=b+a

Ya,b € M
a-b=b-a

b) Assoziativgesetze:

b = b
(a+b)+c=a+ (b+c) Vabee M
(@-b)-c=a-(b-c)
c¢) Distributivgesetze:
(b —(a-b )
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) Vabe M
a+(b-c)=(a+b)-(a+c)
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d) Neutrale Elemente: Es gibt Elemente 0 € M (Nullelement) und 1 € M
(Einselement) mit
O+a=a

} Ya e M
l-a=a

e) Komplementdire Elemente:

CH_(_'G):l} Ya € M
a-(—a)=0

Wir nennen —a das zu a komplementire Element.

Bemerkung:

e (M,+) und (M,-) sind kommutative Monoide

e Es existiert kein inverses Element ! Das heifit die iibliche Argumentation
aus a + b = a + ¢ folgt b = ¢ durch Addition des inversen Elements —a
funktioniert nicht.

32.3 Beispiel 1: Operationen auf Mengen

Es sei M eine Menge, P(M) ihre Potenzmenge (also die Menge aller Teilmengen
von M) und ( die Komplementbildung. Dann ist (P(M), U, N, ) eine boolesche
Algebra mit () als Nullelement und M als Einselement:

a) Vereinigung und Durchschnittsbildung von Mengen sind kommutativ und
assoziativ (vgl. MfI 1, 1.6).

b) Vereinigung und Durchschnittsbildung von Mengen erfiillen die Distribu-
tivgesetze

AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

fiir alle Mengen A, B, C' (vgl. MfI 1, 1.6).
c) Es gilt (beachte: A € P(M) bedeutet dasselbe wie A C M!)

PUA=A VACM
MnA=A VAC M
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d) Fiir AC M und (A := A:= M\ A gilt

AUA=M
ANA=10.

32.4 Aussagenlogik

Aussagen: Sitze (in natiirlicher oder formalisierter Sprache), denen eindeutig
einer der Wahrheitswerte wahr (1) oder falsch (0) zugeordnet werden kann (vgl.
MIT 1, 2.3)

ODER-Verkniipfung (Disjunktion): Sind A und B zwei Aussagen, so ist
AV B (A ODER B) eine Aussage, die genau dann wahr ist, wenn wenigstens eine
der Aussagen A und B wahr ist, ansonsten falsch.

UND-Verkniipfung (Konjunktion): Sind A und B zwei Aussagen, so ist AAB
(A UND B) eine Aussage, die genau dann wahr ist, wenn sowohl A als auch B
wahr ist, ansonsten falsch.

Negation: Ist A eine Aussage, so ist = A eine Aussage, die genau dann wahr ist,
wenn A falsch ist.

Die Menge aller Aussagen bildet zusammen mit den Operationen V, A und — eine
boolesche Algebra. Die logische Konstante falsch stellt darin das Nullelement dar,
die Konstante wahr das Einselement.

a) Kommutativitat, Assoziativitdt und Distributivgesetze gelten (vgl. MIT 1,
2.8)

b) Neutrale Elemente:

OVA=A, INA=A VA

¢) Komplementire Elemente:

Av-A=1 (Satz vom ausgeschlossenen Dritten)
AN-A=0 (Satz vom Widerspruch)

(Konvention: = hat hohere Prioritét als V und A / vgl. MfI 1, 2.8)
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32.5 Satz: Einige Eigenschaften boolescher Algebren

Es sei (M, +, -, ) eine boolesche Algebra. Dann gilt:

a)
=a+
a=a a} VYa € M

a=a-a
b)
l1+a=1
¢ VYa e M
0-a=0

c) Ausa+b=1und b-a =0 folgt b = —a (Eindeutigkeit des Komplements).
d) =(-a)=a Vae M
e) Regeln von de Morgan:

~(a+b) = (ma) - (=b)

Ya,b e M
—(a-b) = (—a) + (=b) }

Beweis: In der Vorlesung wurden alle Eigenschaften bewiesen - hier beweisen
wir nur exemplarisch a) und c).

e Es gilt fiir alle a € M,

a(iZV)CLﬂLO@a—l-(a-ﬁa) D (a+a)~(a+ﬁa)(vz)(a+a)-1(izv)a+a

e Seib# —-amita+b=1und a-b=0. Dann gilt
b 25120 (at-a) D (b-a) + (b-—a) ™70 1 (b —a)

Y (a-—a)+(b--a) € (a+b)-a

Annahme (iv)
= —q - ]_ = Q

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme b # a. Damit folgt die Behauptung.
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32.6 Satz: Zusammenhang zwischen Boolescher Algebra
und Booleschem Ring

1. Sei (B, ®,®,,0,1) eine Boolesche Algebra. Wir definieren

r+y=(r@y)©(r0y),
-y =r0y.

Dann ist (B,+,) ein kommutativer Ring mit 1 als Einselement in dem

2? = z (idempotent) fiir alle z € B gilt. Ein solcher Ring heiit Boolescher

Ring.

2. Sei (B, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins in dem z? = z fiir alle x € B
gilt, d.h. (B, +,-) ist ein Boolescher Ring. Wir definieren

Ty =rx+y+x-y,
TOy =1y,

-z =1+
Dann ist (B, ®,®,—,0, 1) eine Boolesche Algebra.

Man kann sich leicht einen Uberblick iiber alle endlichen booleschen Algebren
verschaffen:

32.7 Satz: Endliche boolesche Algebren

a) Jede endliche boolesche Algebra ist isomorph zur booleschen Algebra der
Teilmengen einer endlichen Menge.

b) Endliche boolesche Algebren haben immer 2" Elemente mit einem n € IN.

c) Zwei endliche boolesche Algebren mit der gleichen Anzahl an Elementen
sind isomorph.
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D: Lineare Algebra

33 Vektorriaume

33.1 Motivation

e Im R? (Ebene) und R? (Raum) kann man Vektoren addieren und mit einem
Skalar multiplizieren.

e Ziel: Grundkonzepte algebraisch formalisieren, um sie auch auf andere Si-
tuationen anwenden zu kénnen

e Anwendungen z.B. in der Codierungstheorie, Robotik, Computergrafik,
Computer Vision

33.2 Definition

Es sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist eine Menge V', auf der eine Ver-
kniipfung 4+ : V x V — V und eine skalare Multiplikation - : K xV — V
definiert sind mit

a) (V,4+) ist eine kommutative Gruppe.
b

)
) M) = (Ao VA\pueK, VeV
c)
)
)

—_

U= Yo eV

d) AMv+w) =+ w Ve K, Yo,w eV

e) A+ p)v =+ puv Vi pue K, YoeV.

Die Elemente von V' heiflen Vektoren, die Elemente von K heilen Skalare.

Das neutrale Element der Gruppe (V,+) heift Nullvektor 0. Ist K = R oder
K = C, so sprechen wir von einem reellen bzw. komplexen Vektorraum.

Bemerkung:
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e Es wird keine Unterscheidung in den Bezeichnungen zwischen der + und
-Operation im Korper K und der Vektorraumaddition und der skalaren
Multiplikation gemacht.

e Fiir Skalare verwenden wir meist kleine griechische Buchstaben wie A, u, v.
Vektoren bezeichnen wir mit kleinen lateinischen Buchstaben wie u, v, w.
Nur wenn Verwechslungsgefahr besteht, verwenden wir Pfeile, z. B. wenn
es erforderlich ist, den Nullvektor 0 € V von der skalaren Null 0 € K zu
unterscheiden.

33.3 Satz: Rechenregeln fiir Vektorrdume

In einem K-Vektorraum V' gilt

a) \-0=0 Ve K
b) 0-v=0 YoeV
c) (1) v=—v YoeV

Beweis von (a):

A-0=X-(0+0) (wegen 0 = 0 + 0)
=X-0+X-0 (wegen 33.2¢)
Addition von —\ - 0 auf beiden Seiten ergibt die Behauptung. 0
33.4 Beispiele
a) Die Menge
Uy
R" = ul,...,unelR
Uy,

ist ein R-Vektorraum fiir jedes n € IN mit

U1 U1 Ul + U1 (751 )\ul

U, Up, Uy + Uy, Up, AUy,
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b)
c)
d)

)

e

C™ ist ein C-Vektorraum fiir jedes n € IN.
Ist K ein Korper, so ist K™ fiir alle n € IN ein K-Vektorraum.
R ist ein Q-Vektorraum.

Spezialfall von (c): ZY ist ein Vektorraum iiber dem Korper Zs. Er besteht
aus allen n-Tupeln von Nullen und Einsen.

Beispielsweise lassen sich integer-Werte in Bindrdarstellung als Elemente
des Vektorraums Z3? interpretieren. (Welche Operation wird dabei durch
die Vektorraumaddition realisiert?)

Die Vektorrdaume Z% spielen eine grofle Rolle in der Codierungstheorie. Li-
neare Codes verwenden Teilmengen des Z7, bei denen beim Auftreten eines
Ubertragungsfehlers mit hoher Wahrscheinlichkeit ein Element auBerhalb
der Teilmenge entsteht (vgl. 31.16).

Funktionenrdume sind wichtige Vektorrdume. Wir bezeichnen die Menge
aller Funktionen iiber einer Menge X mit R" := {f : X — R}. Wir
definieren auf R” eine Vektoraddition und eine skalare Multiplikation durch

(f +9)(@) = fz) + g(z) } Vi€ X,
A= )x) =X f(2)

so ist (RY, +, ) ein R-Vektorraum. Der Nullvektor ist dabei durch f(z) =
0 Vx € X gegebene Funktion.

Die Polynome K|z] iiber einem Korper K bilden einen K-Vektorraum, wenn
man als skalare Multiplikation definiert

n

A Zakzvk = Z()\ak)xk Ve K.
k=0

k=0

Zu Gruppen und Ringen haben wir Untergruppen und Unterringe definiert (vgl.
29.6, 30.5). Ahnliches ist auch fiir Vektorrdume moglich.

33.5 Definition: Untervektorraum

Es sei V ein K-Vektorraum und U C V. Ist U mit den Verkniipfungen von V'
selbst wieder ein K-Vektorraum, so heift U Unterraum (Untervektorraum,
Teilraum) von V.
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33.6 Satz: Unterraumkriterium

Es sei V ein K-Vektorraum und U C V nichtleer. Dann ist U genau dann ein
Vektorraum (also ein Unterraum von V'), wenn gilt

a) u+velU YuvelU

b) \ueU VAe K Vuel.

Das heifit U ist abgeschlossen beziiglich Vektorraumaddition und skalarer Multi-
plikation.

Beweis:

1. U Unterraum = (a), (b): nach Definition.
2. (a), (b) = U Unterraum:

e Nach 29.6 ist (U, +) Untergruppe von (V, +), da U abgeschlossen unter
+ und nach 33.3c zu u € U auch —u = (—1) - u € U gilt.

e Da (V,+) kommutativ, ist auch (U, +) kommutativ.

e Wegen 33.6b ist - eine Abbildung von K x U nach U. Die Eigenschaften
b—e der Vektorraumdefinition 33.2 iibertragen sich von V auf U.

Bemerkung: Der Nullvektor 0 muB in jedem Unterraum enthalten sein, da 0-u = 0,
Yu e V.

33.7 Beispiele

a) Ein K-Vektorraum V hat die trivialen Unterrdume {0} und V.
b) Lineare Codes sind Unterrdume im Zj.

c¢) Sind Geraden Unterrdume des R??
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[,
0

Eine Gerade ist gegeben durch
{fu+X-v|XeR}, w,veR?> v#0.

Ein Unterraum muss stets den Nullvektor enthalten. Damit sind nur Ur-
sprungsgeraden {\-v | A € R}, v € R?, v # 0, Unterrdume.

d) Verallgemeinerung von (c): In einem K-Vektorraum V bilden die Mengen
{\ | A € K} Unterrdume.

Das letzte Beispiel lédsst sich noch weiter verallgemeinern.

33.8 Definition

Es sei V ein K-Vektorraum. Ferner seien uq,...,u, € V und A\{,..., A, € K.

n
E Ak Uk
k=1

eine Linearkombination von uq, ..., u,.

Dann nennt man

Die Menge aller Linearkombinationen bildet das Erzeugnis (Aufspann, lineare
Hiille) span(uy, ..., u,). Man nennt {uy, ..., u,} das Erzeugendensystem von
span(ug, ..., Uy).

Bemerkung: Man definiert span () = 0.

33.9 Satz: Erzeugnis als Unterraum

Es sei V ein K-Vektorraum, und es seien uy, . .., u, € V. Dann bildet span(uy, ..., u,)
einen Unterraum von V.
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Beweis: Wir wenden das Unterraumkriterium an.

a) Es seien v,w € span(ug,...,u,). Dann existieren A\;,...,\, € K und

W1y by € K mit

n n
U:E ARty w:E HrUy -
k=1 k=1

Daraus folgt

v 4w :Z)\kuk+2ukuk
k=1 k=1

= Z()\k + pu ) u (nach 33.2a, e)
——
k=1 ¢k
€ span(uy, ..., Uy,) -
b) Essei p € K und v € span(uy, ..., u,). Dann existieren Aq, ..

v =" Apug. Also gilt
k=1

MU = MZ Ak U,
k=1 ev

=) pu(Apug) (nach 33.2d)
k=1

S |

(k) ug (nach 33.2b)
K
S

=

=1

€ span(ug, ..., Uy,) .

33.10 Beispiel

Im R? bildet jede Ebene durch den Ursprung

A € K mit

{Mw+pw | A\ peR}, v,weR?, v,w#0, v£vwYreR

einen Unterraum.
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Wie in IR? bilden auch in R? Geraden durch den Ursprung
{w]AeR}, veR*\{0}

Unterraume.

33.11 Lineare Abhingigkeit

Offenbar ist

1 0 0 1 0 0
span | O], [1],{0] | =R3=span|[O].,|1],]0],][1 ,
0 0 1 0 0 1 0
1 0 0
d.h. | 1| lésst sich als Linearkombination von {0 |, | 1], | 0| darstellen.
0 0 1
Definition: FEin Vektor u heifit linear abhingig von vy,...,v,, wenn es
Ay ..y Ay gibt mit
u = Z )\Z‘UZ',
i=1
andernfalls heifit er linear unabhéngig von vy, ..., v,. Eine Menge von Vektoren
Uy, . .., Uy, bei denen sich keiner der Vektoren als Linearkombination der anderen

ausdriicken lésst, heifit linear unabhingig, andernfalls linear abhéingig.

Gibt es ein einfaches Kriterium, anhand dessen man lineare Unabhéngigkeit nach-
weisen kann?

33.12 Satz: Kriterium fiir lineare Unabhéngigkeit

Es sei V' ein K-Vektorraum. Die Vektoren vy, ..., v, sind genau dann linear un-
n

abhéngig, wenn fiir jede Linearkombination mit »_ A\jv; = 0 gilt
i=1
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Beweis: ,<“: Es seien vy,...,v, linear abhéngig, d.h. es gibt ein v mit
n n
v = Y N Setzt man A\, := —1, so folgt 0 = > \u;.
&
»,=“: Angenommen, es gibt eine Linearkombination, in der ein A\, # 0 existiert

und 3 \v; = 0 gilt. Dann folgt
i=1

i#k
Vg = Z )\—k Vi 5
=1 o
i#k cK
d.h. vy, ist linear abhéngig von {vy,...,v,} \ {vg}. O

33.13 Einschub: Notation

Eine Familie ist eine Funktion ¢, die jedem Element einer Indexmenge I ein
Element einer Menge V' zuordnet, ¢ : [ — V)i + v;. Dies wird geschrieben als
(v3)ier. Eine Familie von Vektoren iiber einer beliebigen Indexmenge heifit auch
ein System von Vektoren.

Ist lineare Unabhéngigkeit auch bei unendlich vielen Vektoren ein sinnvoller Be-
grift?

33.14 Definition

Ein unendliches System B von Vektoren heifit linear unabhingig, wenn jede
endliche Auswahl von Vektoren aus B linear unabhéngig ist.

33.15 Beispiel
Betrachte R[x]. Nach 33.4g ist R[z] ein R-Vektorraum.
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Wir zeigen, dass das unendliche System B = (1,z,2?,...) linear unabhingig in
R]x] ist.

Angenommen, dies trifft nicht zu. Dann gibt es eine endliche Teilmenge
{™ ™2 ... 2™} C B, die linear abhingig ist. Folglich gibt es eine Linear-

i=1

kombination

mit einem A # 0.

Auf der linken Seite von (x) steht ein Polynom, das nur endlich viele Nullstellen
hat (vgl. Satz 31.7); rechts steht das Nullpolynom mit unendlich vielen Nullstellen
— Widerspruch! O

Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit gestattet uns, ein minimales Erzeugen-
densystem zu finden.

33.16 Definition
Es sei V' ein Vektorraum. Eine Teilmenge B C V heif3t Basis von V| falls gilt:

a) span(B) = V.

b) B ist linear unabhéngig.

33.17 Beispiele

a) ((;) , (i)) ist eine Basis des R?, denn

x
Y

i) Es sei ( ) € R?. Wir suchen A, p mit

2 3 x
A = .
() ()-0)
Das Gleichungssystem

2 X+3pu==
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3N+4p =1y
hat die Losung

A= —4x+ 3y, pw=3r—2y. ()

Darns ot ¢ - s { (2. (7))
ii) Es sei
{5 ()=o)

Mit () folgt A= —4-0+3-0=0, 4 =3-0—2-0 = 0. Also sind

2 3 : e .
<3> , < 4) linear unabhéngig.

1 0 0
1 0
b) 01,10f,...10 ist eine Basis des R", die so genannte Standard-
0 0 1
basis.

c) Es gibt auch Vektorrdume mit unendlichen Basen. Beispielsweise ist
(1,2,2%, ...) eine unendliche Basis des R[z]:

i) {1,z,2% ...} ist linear unabhiingig nach 33.15.

ii) Jedes Polynom aus R|z] ist als Linearkombination von Elementen aus
{1,z,2% ...} darstellbar.

Hat jeder Vektorraum eine Basis? Man kann zeigen:

33.18 Satz: Existenz von Basen
Jeder Vektorraum V' # {0} besitzt eine Basis.

Offenbar sind Basen nicht eindeutig: So sind z. B. ((;) , (i)) und (((1)) , (i)))

Basen des IR?. Insbesondere kann man Basisvektoren austauschen:
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33.19 Satz: Austauschsatz von Steinitz

Es sei V' ein Vektorraum mit einer endlichen Basis B := (by,...,b,). Auflerdem
sei v € V, v # 0. Dann existiert ein by, fir das (by, ..., bk_1,v,bks1,...,b,) eine
Basis von V ist.

Beweis: Da B Basis ist, gibt es Aq,..., A\, mit

n

i=1
Da v # 0, ist dabei mindestens ein \; # 0. Ohne Beschriankung der Allge-
meingiiltigkeit sei Ay # 0. Wir zeigen, dass dann (v,bs,...,b,) eine Basis von
V' ist.

i) Es gilt span(v, by, ...,b,) = V: Es sei ndmlich v € V. Da B Basis ist, gibt

€s [y, ..., fby Mit
w= b . (%)
=1

Aus (%) und A\; # 0 folgt

Einsetzen in (xx) zeigt, dass u als Linearkombination von v, by, ..., b, ge-
schrieben werden kann.

ii) Das System (v, bs, ..., b,) ist linear unabhéngig: Es sei namlich p1v+ piobs +
oo+ by, = 0. Mit () erhélt man

0= z": Aib; + Zn:ﬂfibi
i=1 =2

= ,ul)\lbl + Z(’L“)\Z + /J/z)bz .

1=2

Da (by,...,b,) Basis ist, sind alle Koeffizienten 0:
pidr =0 = p1 =0

i + ;=0 £ pi =0 (i=2,...,n)
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Hat ein Vektorraum eine eindeutig bestimmte Anzahl von Basisvektoren?

33.20 Satz: Eindeutigkeit der Anzahl von Basisvektoren

e Hat ein Vektorraum V eine endliche Basis von n Vektoren, so besteht jede
Basis von V' aus genau n Vektoren.

e Basisergénzungssatz: Ist M eine linear unabhéngige Menge von Vektoren
in einem Vektorraum V', so gibt es eine linear unabhéngige Menge N, so
dal M U N eine Basis von V ist.

Beweis:

e Esseien B := (by,...,b,) und C' := (¢4, ..., ¢y,) Basen von V.

i) Angenommen, es wiare n > m. Per Erweiterung des Satzes 33.19
mittels Induktion kann man zeigen, dafl man m der Vektoren von B
durch C' austauschen kann:

(Crreeos oy ays oy BL) it (B L) C (b, by)

Da C eine Basis ist, sind die nicht ausgetauschten Vektoren ¥/, ,,,..., b,
aus B als Linearkombinationen von ¢y, ..., ¢, darstellbar. Dies wider-

spricht der Basiseigenschaft.

ii) n < m wird analog zum Widerspruch gefiihrt.

e Skizze: Nach Satz 33.18 hat V eine Basis B. Mittels des erweiterten Aus-
tauschsatzes von Steinitz tauschen wir M in die bestehende Basis B ein.
Die Menge N ergibt sich als N = B\ M.

33.21 Definition: Dimension eines Vektorraums

Ist die Basis B eine endliche Teilmenge von Vektorraums V mit B = (b, ..., b,).
Dann heift die Zahl n =: dim V' die Dimension von V. Fiir den Nullraum {0}
definiert man dim{0} := 0.
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33.22 Satz: Basiskriterium

In einem Vektorraum V der Dimension n

e ist jede linear unabhéngige Menge von n Vektoren eine Basis.

e bilden n Vektoren, die V' erzeugen, stets eine Basis.

Bemerkung:

e In einem n-dimensionalen Vektorraum gibt es keine linear unabhéngigen
Systeme von mehr als n Vektoren.

e die Basis B ist eine maximal linear unabhingige Menge d.h. B ist linear
unabhéngig und B U {u} mit u € V ist linear abhéngig.
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34 Lineare Abbildungen

34.1 Motivation

e Wir haben wichtige Eigenschaften von Vektorrdumen kennen gelernt. Da-
mit ist es sinnvoll zu untersuchen, wie Abbildungen zwischen Vektorrdum-
en aussehen konnen. Die wichtigsten Abbildungen zwischen Vektorrdumen
sind lineare Abbildungen.

e Der Basisbegriff bildet ein wichtiges Werkzeug zur Beschreibung linearer
Abbildungen.

34.2 Definition

Es seien U, V zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : U — V heifit lineare
Abbildung (Vektorraumhomomorphismus), wenn gilt:

a) flut+v)= f(u)+ f(v) fiir alle u,v € U

b) f(Au) = Af(u) fir alle A € K, u € U.

U und V heiflen isomorph, wenn es eine bijektive lineare Abbildung f: U — V
gibt. Wir schreiben hierfiir U ~ V.

Bemerkung: Die Begriffsbildung ist dhnlich wie bei Gruppen (vgl. 29.19): Ein
Vektorraumhomomorphismus iiberfiihrt die Verkniipfungen in U (Addition, ska-
lare Multiplikation) in die Verkniipfungen in V.

Man fasst oft (a) und (b) in eine Bedingung zusammen:
fAu+pv) = Af(u) +pf(v) VA p € K,Vu,v € U, d.h. Linearkombinationen in
U werden in solche in V iiberfiihrt. Insbesondere folgt per Induktion

f(i)\ﬂh) = Zj:)\,-f(v,-).
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34.3 Beispiele

a) Die Abbildung

X1
2
f:]R3—>]R2, To >—><$1+x3)
z3

ist linear, denn

T Y1 AZ1 + Py
UMz ) el | =1 | e+ pe
T3 Y3 A3 + (Y3
_ <2(A:c1 + ) + (A + uyg))
—(Awg + py2)
_ <2$1 + $3) ey (2311 + ys)
—T2 —Y2
x1 n
=\ T2 +uf Y2
T3 Ys
I n
fir alle {25 |, | y2 | € R® und alle \, 1 € R.
Zs3 Ys

b) f:R =R, =+ x+ 1 ist keine lineare Abbildung, denn 1 = f(0 4 0) #
f(0)+ f(0) =1+1.

¢) f:R*— R? (:)31) > ( = ) ist ebenfalls nicht linear, da
T1X2

)= ()2 (0) =206

34.4 Weitere Begriffe

Analog zu 29.19 definiert man auch fiir Vektorriume Monomorphismen, Epi-
morphismen, Isomorphismen, Endomorphismen und Automorphismen.
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In Analogie zu 29.21 ist fiir einen Homomorphismus f : U — V

Im(f):={f(u) | ueU} das Bild von f,
Ker(f) :={ue U] f(u) =0} der Kern von f.

34.5 Satz: Eigenschaften linearer Abbildungen

a) Ist f: U — V ein Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung f~! :
V' — U linear.

b) Die lineare Abbildung f : U — V ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) =
{0} ist.

c) Ist f: U — V linear, so ist Ker(f) ein Unterraum von U und Im(f) ein
Unterraum von V.

d) Es gilt dim Ker(f) + dim Im(f) = dim U (Dimensionsformel).

34.6 Beispiel

Wir betrachten die lineare Abbildung

x
f: R* = R?, T l—><x1_$3>.

0
T3
x1
Ker(f) = To x1 = x3 ¢ ist eine Ebene durch den Ursprung in R* (und
xs3

somit ein zweidimensionaler Unterraum des R?).

Im(f) = { <§) € R

somit ein eindimensionaler Unterraum des R?).

T € ]R} ist eine Gerade durch den Ursprung in R? (und

Es ist dim Ker(f) + dimIm(f) = 2 + 1 = 3 = dim(RR?).

Weiteres Beispiel: Abbildung f : R®* — R? aus 34.3a. Man iiberzeugt sich davon,
dass dim Ker(f) = 1, dimIm(f) = 2.
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Welche Rolle spielen Basen bei der Beschreibung linearer Abbildungen? Hierzu
betrachten wir zundchst Basisdarstellungen von Vektoren.

34.7 Satz: Eindeutigkeit der Darstellung in einer festen
Basis

Es sei B := (by,...,b,) eine Basis des K-Vektorraums V. Dann gibt es zu jedem
Vektor v € V eindeutig bestimmte Elemente z,...,x, € K mit

n
i=1

Diese x; heilen Koordinaten von v beziiglich B. Wir schreiben

T

.CL’nB

Beweis: Die Existenz der Darstellung ist klar wegen V' = span(B). Zu zeigen
bleibt die Eindeutigkeit. Es sei

v = zn:x,-b,- und v = zn:yib,- .
i=1 i=1

Dann ist
n

6:U—U:Z(l’i—yi)bia

i=1
wegen der linearen Unabhéngigkeit von B also

Ty =Y, Zzl,,n

O

Selbstverstandlich liefern unterschiedliche Basen auch unterschiedliche Koordi-
natendarstellungen eines Vektors. Wie kann man diese Darstellungen ineinander
umrechnen?
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34.8 Beispiel: Umrechnung von Koordinatendarstellungen

Im IR? sei eine Basis B = (b1, by) gegeben. Beziiglich B habe ein Vektor v die

Darstellung v = <x) .
B

2 1
Wir betrachten die neue Basis C' = (¢, ¢3) mit ¢; = < ) , Gy = ( ) . Wie lautet
B B

die Darstellung von v beziiglich C7

Ansatz: v = ()\) . Es muss gelten
e

(), == ()
= = = )\Cl + HC2
Y/p Ve
2 1 2N+ p
(5) 1), = (),
2 - 2 - 2A 4+ 2u -
Die Bestimmungsgleichungen

2N+ pu=z
2N+ 2u =1y

haben die Losung

A=x— -y, p=—-x+y.

()-8 - (L)

Auf diese Weise kann man allgemein die Koordinatendarstellung von Vektoren

Beispielsweise ist

beziiglich einer Basis B in eine solche beziiglich einer anderen Basis C' umrechnen,
wenn nur fiir die Basisvektoren von C' die Darstellungen beziiglich der Basis B
bekannt sind.

Basen ermoglichen es, eine lineare Abbildung durch wenige Daten zu beschreiben:
Es geniigt, zu wissen, was mit den Basisvektoren passiert.
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34.9 Satz: Charakterisierung einer linearen Abbildung
durch ihre Wirkung auf die Basis

Es seien U, V zwei K-Vektorrdume und B = (by,...,b,) eine Basis von U.
AuBlerdem seien vy,...,v, € V.

Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : U — V mit f(b;) =v;, i =1,...,n.

n n
Beweis: Esseiuw e U und u= > x;b;. Wir setzen f(u) = > z;v;.
i=1

1=1

Man priift nach:

e f ist eine lineare Abbildung: Fiir u = > a;b; und w = > y;b;, A\, € K ist

i=1 i=1

FOw+ pw) = (Azwzb +szz ) = <Z(Axi +uyz~)bi>

1=1

—Z (Az; + pys) Z—Azxvﬂrﬂz:qmz
ZAf(U)+uf(w)-

o f(b)=wv firi=1,...,n.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass g eine weitere lineare Ab-
bildung mit g(b;) = v; fiir i = 1,...,n ist. Dann folgt

u) =g (i xibz) fincer i r;9(b;) = i T;V;
Py , ,
- szf(bz) hgar <Z € z) -
i=1

Bemerkung:
e Die ausgefiihrte Konstruktion im Beweis nennt man lineare Fortsetzung.
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e Eine lineare Abbildung ist vollsténdig festgelegt durch die Wirkung auf die
Basis B = (by,...,b,). Sei v; = f(b;),i = 1,...,n. Jedes u € U hat eine
eindeutige Koordinatendarstellung w = > | a;b; mit a; € K beziiglich der
Basis B. Dann folgt aus der Linearitdat von f,

f(u) = f(iaibi) = iaif(bi) = iaivi-

Eine weitere wichtige Aussage, die mithilfe von Basen bewiesen werden kann,
bezieht sich auf isomorphe Vektorraume.

34.10 Satz: Isomorphie endlichdimensionaler Vektorridume

Es seien U,V zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume. Dann sind U und V
genau dann isomorph, wenn sie dieselbe Dimension haben:

U~V < dimU=dimV .

Bemerkung: Dieser Satz besagt z. B., dass es im Wesentlichen nur einen einzigen
n-dimensionalen Vektorraum iiber R gibt: den R".

Beweisskizze: Man zeigt:

a) “<": Eine lineare Abbildung f : U — V, die die Basis von U auf die Basis
von V abbildet ist ein Vektorraum-Homomorphismus (per Definition), die
injektiv (Ker(f) = {0} da die Basis von V' linear unabhingig ist) und
surjektiv (Im(f) =V, da der Spann der Basis von V' ganz V' erzeugt) ist.

b) “=7":Sei f: U — V ein Isomorphismus. Da f injektiv ist, gilt Ker(f) =
{0}. Mit der Dimensionsformel folgt dimIm(f) = dimU. Da f surjektiv
ist, gilt Im(f) = V und daher folgt dimV = dim U. O
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35 Matrixschreibweise fiir lineare Abbildungen

35.1 Motivation

e Wir haben gesehen, dass lineare Abbildungen sich durch ihre Wirkung auf
die Basisvektoren ausdriicken lassen.

e Mithilfe von Matrizen kénnen wir dies kompakt aufschreiben und die Hin-
tereinanderausfithrung linearer Abbildungen elegant berechnen.

35.2 Struktur linearer Abbildungen zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorraumen

Es sei K ein Korper (meistens R oder C). Dann ist

T a1121 + ...+ apT,
f: K'— K™, Sl e : : (%)
Ty A1l + oo+ ATy,
T hn
eine lineare Abbildung: Fiir x = Sy = € K" und \,pu € K gilt
In Yn
namlich
a1 Axy + pyr) + - -+ arn( AT, + pyn)
Az + py) = : :
A1 (AT + py1) + -+ G (AT, + pyn)
a1y + ...+ a1pTn anys + ...+ a1pYn
=A : : T : :
Amp1X1 + - oo+ ATy Am1Y1 + - ..+ QmnYn
=M (@) +pf(y) -

Umgekehrt besitzt jede lineare Abbildung von K™ nach K™ diese Struktur, da
nach 34.9 eine lineare Abbildung von K" in einen anderen Vektorraum durch

1 0
0 :

die Bilder der Basisvektoren | . |,..., | =~ | € K" eindeutig bestimmt ist. Sind
0 1
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aii A1n
diese Bilder durch N I : € K™ gegeben, so folgt, dass (x) die

am1 Amn,
entsprechende lineare Abbildung ist.

n a1 ain
f($):Zl‘if(ei):xl +- 4,
i=1 a o

Diese Struktur gibt Anlass zur nachfolgenden Definition.

35.3 Definition: Matrix

Es sei K ein Korper. Das rechteckige Schema

a1 a1 ... Qip

a921 a92 ... Aoy
A=

Am1 Am2 ... Qmn

mit a;; € K firi=1,...,mund j =1,...,n heiBt m X n-Matrix iiber K. Die
Menge aller m x n-Matrizen iiber K bezeichnen wir mit K™*".

ai A1n

Die Vektoren : R, : heilen Spaltenvektoren von A;
Qm1 Qmn

(@11, 5 a1n)s - (Am1y - - -, Gmp) heilen Zeilenvektoren von A.

Die Matrix A wird auch als (a;;) geschrieben. Dabei bildet i den Zeilenindex
(bleibt innerhalb jeder Zeile konstant) und j den Spaltenindex (innerhalb jeder
Spalte konstant).

35.4 Matrizen spezieller Gestalt
a) Quadratische Matrizen: Eine n x n-Matrix heifit quadratisch. Dagegen
heilen m x n-Matrizen mit m # n nichtquadratisch.

b) Diagonalmatrizen: Eine quadratische Matrix A = (a;;), bei der a;; = 0
fiir alle (7, j) mit i # j gilt (also nur Diagonaleintrige a; von Null verschie-
den sein diirfen), heifit Diagonalmatrix.
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c) Dreiecksmatrizen: Eine quadratische Matrix A = (a;;), bei der a;; = 0
fiir alle (4,7) mit ¢ > j gilt (also nur auf der Diagonale und dariiber von
Null verschiedene Eintréage stehen diirfen), heiit obere Dreiecksmatrix.

Gilt a;; = 0 fiir alle (¢,7) mit ¢ < j, so spricht man von einer unteren
Dreiecksmatrix.

35.5 Matrix-Vektor-Produkt

x 1
Iste=]: | €K'undc=| : | € K™, so schreiben wir statt
Tn Cm
A1T1 + ...+ Q1pTy C1
11 + ...+ QnTn Cm
jetzt
a1 ... Qip I C1
= )
Am1 -+ QAmn Tn Cm
~~ >
Matrix A Vektor x Vektor ¢

also kurz: Az = c.

Eine solche Schreibweise ist sowohl fiir lineare Abbildungen niitzlich als auch
fiir lineare Gleichungssysteme (spétere Vorlesungen: Kapitel 37, 38). Sie definiert
das Produkt zwischen einer m x n-Matrix A = (a;;) € K™ " und einem Vektor
xr e K™ als Ar = ¢ mit ¢ € K™ und

n
C; = E Q5 Zzl,...,m.
i=1

Jede lineare Abbildung f : K™ — K™ kann also geschrieben werden als
f(z) = Az mit A e K™ ",

Die Spalten von A sind dabei die Bilder der Basisvektoren.
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35.6 Beispiele fiir lineare Abbildungen in Matrixschreib-
weise

a) Die lineare Abbildung f : R* — R? mit
L 3 0 1 0 0
0] — B 1] — _4) 0] — 1
0 0 1

wird beschrieben durch

also z. B.

. z S ) = 3 10 ?) (3-241-340-1Y\ 9
N | \2 -1 1 | S \2:2—-4-34+1-1) \-7)"°
b) Streckung
Die Matrix A = A0 € R?*? bildet einen Vektor * auf A D) [ =
0 A Y 0 AN \y
AT x
= b.
(Ay) (y)a
c¢) Drehung in R?

Die Matrix der Drehung um einen Winkel o lautet demnach
Ao <09sa — sina) .
sin «v COS &
(Drehungen werden dabei gegen den Uhrzeigersinn durchgefiihrt.)
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d) Spiegelung an der z;-Achse in R?

. 1 0
0 -1
bewirkt offenbar eine Spiegelung an der x;-Achse.

e) Drehung in R?
cosae 0 —sina
A= 0 1 0
sina 0 COoS o

beschreibt eine Drehung in der x;1-z3-Ebene (entlang der z5-Achse geschieht

nichts).
()= () + (%)

sind keine linearen Abbildungen.

f) Translationen

Welche Verkniipfungen lassen sich mit Matrizen ausfithren?
35.7 Definition

Es sei K ein Korper.

a) Die skalare Multiplikation einer Matrix A = (a;;) € K™ mit einem
Skalar A € K erfolgt komponentenweise:

b) Die Addition zweier Matrizen A = (a;;) € K™", B = (b;) € K™"
erfolgt komponentenweise:

A—FB:(CLU—FbU)

c) Die Multiplikation zweier Matrizen A = (a;;) € K™ ", B = (b;;) € K™*"
definiert man als

A-B=Ce K™,

n
Cij = E aikbkj .
k=1
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Bemerkung: Die Matrixmultiplikation erfolgt also ,,Zeile mal Spalte®:

o o o [e] o o

) () [ ) L] ) () [ ) ° ° ° ° ° ° [ ) L] .37;73. L]
i[o o o o o o o e ife o o [e]e o
c o o e s e e R P I P PR
o o o o o o o o o o o] e o e o o o o o

e o o.;o . ]
_ ] _ _

mxn nxr mxr

L I

Kompatibilitdtsbedingung

Nur zueinander , passende” Matrizen (Kompatibilitatsbedingung: Spaltenzahl der
ersten = Zeilenzahl der zweiten Matrix) konnen miteinander multipliziert werden.

35.8 Beispiele

(In diesen Beispielen ist stets K = IR.)
5 1 15 3
a) 3- (2 —4) - (6 —12)

3 8 =7
b)< —1 7) (0 2 9)‘(4 1 16)
) (2 3 1) ?

4 -1
! 8

Welche Rechenregeln ergeben sich aus 35.77

2:6+3-1+1-8 2-44+3-04+1-9 23 17
4-6-1-1+7-8 4-4—-1-0+7-9 79 79

O O =

35.9 Satz: Eigenschaften der Matrixoperationen

Es sei K ein Korper. Dann gilt:
a) K™ ist ein Vektorraum:
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e (K™*™ +) ist eine kommutative Gruppe

— Assoziativgesetz: (A+B)+C =A+ (B+C)
0 ... 0

— neutrales Element: 0 = | : ] e KM
0 ... 0

— inverses Element zu A ist —A = (—1)A

— Kommutativgesetz: A+ B=B+ A

o A(pA) = (An)A

e 1- A=A

o MA+B)=)\A+\B
e N+ A= A+ pA

b) (K™™ +,-) ist ein Ring mit Eins:

e (K™ +) ist eine kommutative Gruppe
e (K™*™ .)ist ein Monoid:
— Assoziativgesetz: (A-B)-C=A-(B-(C)

1 0 ... 0
0 1 :

— neutrales Element: I = . e Knxn
0 0 1

e Distributivgesetze:

A-(B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C

35.10 Bemerkungen

a) Die Matrixmultiplikation ist im Allgemeinen nicht kommutativ:
2 1 5 3\ (2-5+1-4 2-3+1-6\ [14
7 —4) \4 6/ \7-5—-4-4 7-3-4-6) \19 =3

53\ (2 1Y) _(5-2+3-7 5-1-3-4) _ (31
4 6 7 —4) \4:-246-7 4-1—-6-4)  \50 —20
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b) Ebenso besitzt eine n x n-Matrix im Allgemeinen keine Inverse beziiglich
der Matrixmultiplikation.

c) (K™ +,-) ist nicht nullteilerfrei (d.h. aus a - b = 0 folgt nicht notwendi-
gerweise a = 0 oder b = 0):

01\ /3 7\ (00
0 0/\0 0/ \o0 O
d) K™ ist als Vektorraum isomorph zu K™™.

e) Spaltenvektoren aus K™ konnen als m x 1-Matrizen aufgefasst werden. Vek-
toraddition und skalare Multiplikation sind Spezialfille der entsprechenden
Matrixoperationen. Das Matrix-Vektor-Produkt ist ein Spezialfall der Ma-
trixmultiplikation.

f) Die Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen entspricht der Multi-
plikation ihrer Matrizen:

O S
Ae KT B e Kmxn
gof: K" — K™ wird durch B - A € K™*" représentiert.

g(f(z)) = g(Az) = B - (Az) = BAx.

35.11 Inverse Matrizen

Im Allgemeinen hat A € K™*™ kein multiplikatives Inverses A~!. In vielen Fillen
existiert jedoch eine inverse Matrix.

2 4
5 6 -3\ _ (56 1 —6
2 4)\-1 2) \24) 8\-2 5
1(5:4-2-6 =5-6+6-5) _1/8 0 _ (10
S 8\2:4—-4-2 —2-6+4-5) 8\0 8/ \0 1) °

Ein Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix werden wir in einer spéteren
Vorlesung kennen lernen.

5 6 13
Beispiel: A = < ) , A7l = ( 2 4), denn
4
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35.12 Definition

Eine Matrix A € K™*" heiit invertierbar (umkehrbar, regulir), falls eine
Matrix A=t € K™ mit AA™! = I existiert. A~! heifit inverse Matrix zu A.

Die Menge der invertierbaren Matrizen aus K™*" wird mit GL(n, K') bezeichnet.

Eine nicht invertierbare Matrix wird auch als singulér bezeichnet.

35.13 Satz: Gruppeneigenschaft von GL(n, K)

Die Menge GL(n, K) bildet mit der Matrizenmultiplikation eine multiplikative
(nichtkommutative) Gruppe.

35.14 Bemerkungen

a) GL steht fiir general linear group.
b) Sind A, B € GL(n,K), soist (A-B)™' = B~!- A~ denn

A-B-B ' A'=A.T-A'=A-A1'=1T.
I

c¢) Nichtquadratische Matrizen sind niemals invertierbar. Allerdings kann man
u. U. eine so genannte Pseudoinverse angeben (spitere Vorlesung).

d) Die Invertierbarkeit einer Matrix entspricht der Bijektivitdt der zugehorigen
linearen Abbildung.

Nach dem Beweis von Satz 34.10 ist eine lineare Abbildung zwischen end-
lichdimensionalen Vektorrdumen genau dann bijektiv, wenn Basen auf Ba-
sen abgebildet werden.

Daraus folgt: A € K™*" ist genau dann invertierbar, wenn die Spaltenvek-
toren von A eine Basis des K™ bilden.

Bis jetzt wurden alle Matrizen beziiglich der kanonischen Basis dargestellt. Im
Folgenden werden wir die allgemeine Darstellung einer Matrix diskutieren und
insbesondere das Verhalten bei einem Basiswechsel.
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35.15 Matrix einer linearen Abbildung beziiglich gegebe-
ner Basen

Es seien U und V' Vektorrdume iiber K mit dimU = n und dimV = m. In U
haben wir die Basis B = (by,...,b,) und in V' die Basis C' = (cy,...,¢y). Wir
betrachten die lineare Abbildung f : U — V. Wie im letzten Kapitel diskutiert
wurde, ist eine lineare Abbildung vollstéandig durch ihre Wirkung auf die Basis-
vektoren von U festgelegt. Die Matrixdarstellung von f beziiglich der Basen B
und C' ergibt sich dadurch, daf§ die Bilder f(b;), ¢ = 1 ...,n der Basis von B
beziiglich der Basis von C' dargestellt werden:

f(bl) = Z Ap1Ck
k=1

f(bn) = Z AfnCr,
k=1

Die Matrix AG € K™™ von f beziiglich der Basis B von U und Basis C' von V
ist dann
c

c a1l A1n

AG = ((F0) g (b)) =

B
Am1 C Qmn c/ B

Das heifit die Matrix A4 ist die Koordinatendarstellung der linearen Abbildung
f beziiglich B und C. Normalerweise werden die Indizes B und C' weggelassen,
wenn klar ist mit welchen Basen in U und V' gearbeitet wird.

35.16 Verhalten der Matrixdarstellung einer linearen Ab-
bildung bei Basiswechsel

Wir fiihren in U die Basis S = (s1,...,5,) und in V die Basis T' = (t1,...,tn)
ein. Wir mochten nun die Matrix der linearen Abbildung f : U — V beziiglich S
und 7 finden. Insbesondere ist die Frage wie die Matrix AY mit der Matrix A%
zusammenhé&ngt.

Wir interpretieren den Wechsel von der Basis S zur Basis B in U als lineare
Abbildung. Da bei einem Basiswechsel sich nur die Darstellung &ndert, nicht
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aber die Vektoren selbst, ist die dazugehorige lineare Abbildung nicht anderes als
die Identitét, Iy : U — U,u ~ u. Die Matrixdarstellung (I;/)E ergibt sich wie
oben diskutiert: die Bilder der Abbildung [y der Basis S werden beziiglich der
Basis B dargestellt:

()8 = (1) - ().
= ((81)3---(571)3)5

Analog interpretieren wir den Wechsel von der Basis C' zur Basis T' als lineare
Abbildung Iy, : V — V, v+ v. Die Matrixdarstellung (Iy)% ergibt sich dann als

(1) = (e (el )

Wir interpretieren nun die Abbildung f als f = Iy o f o I;;. Die Matrixdarstellung
von f beziiglich der Basen S und T ergibt sich dann als die Multiplikation der

T

C

entsprechenden Matrizen:

AL = (Iv)& AG (In)§.

Beispiel: Wir betrachten die lineare Abbildung f : R?> — IR? Diese hat
beziiglich der kanonischen Basis £ = (ej,e2) mit e; = (1), ey = (O) die

0 1
E
ag= (L)
P8 8/,

Wir wollen nun die Abbildung f beziiglich der Basis S = (s1, s2) gegeben als

(), (),

und der Basis T' = (t1,t2) gegeben als
1 0
=), =),
g 3) 5

Beim Basiswechsel von S nach F miissen wir die Basis S beziiglich der neuen Basis

Matrixdarstellung

darstellen.

E darstellen. Da die Vektoren von S beziiglich der kanonischen Basis gegeben
sind, erhalten wir
E

)t = (st )g = (5 )
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Beim zweiten Basiswechsel von E nach 7' miissen wir die Basis E beziiglich der
Basis T darstellen.

er = airty + ag to, €a = aiaty + axgts.

Dies ergibt die linearen Gleichungssysteme

1\ . 1 ta 0 0\ a 1 ta 0
o) = @iy 2 (g AN 2|q)
Mit Losung

1
ann =1, ayn = —3 aiz =0, ag = 3

Damit erhalten wir

et = (Corteny ), = (5 1

E
Die Matrixdarstellung AL von f beziiglich S und T ergibt sich damit als

Ag = ([R2>£ Ag ([R2>E

- 1

0 —3),\3 8/, \0 -1/,
- 1

0 —-3),\3 -5/,

1 -4\
—l2 _1

3 3/ s

Wir berechnen das Bild von f(s2) mittels der oben berechneten Matrix. Beziiglich
der kanonischen Basis haben wir

f(s2) = AR (s2)p = @ g)z (_11)15 = (::)E,

und beziiglich der Basen S und T, bekommen wir

f(s2) = A§ (s2)s = (é :g): ((1))5 - (:g)T

Um uns zu iiberzeugen, dafl die berechneten Bilder iibereinstimmen, rechnen wir
die Darstellung beziiglich 7" in £ um.

(), = ae=(), 5 6),- (),
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36 Rang einer Matrix

36.1 Motivation

e Interpretiert man eine Matrix als lineare Abbildung, so haben die Spalten-
vektoren eine besondere Bedeutung: Nach Def. 35.3 sind sie die Bilder der
Basisvektoren.

e Wir wollen die lineare Abhéngigkeit/Unabhéngigkeit dieser Spaltenvekto-
ren genauer untersuchen. Dies fithrt unter anderem zu einem wichtigen Kri-
terium fiir die Invertierbarkeit von Matrizen.

36.2 Definition

Der Spaltenrang (Rang) einer Matrix A € K™*" ist die maximale Anzahl
linear unabhéngiger Spaltenvektoren von A. Man schreibt dafiir rang A (auch
rank, rk).

36.3 Satz: Aussagen iiber den Rang einer Matrix

Es sei f: K™ — K™ eine lineare Abbildung mit der zugehorigen Matrix A €
K™ und den Spaltenvektoren a,i, ..., a.,. Dann gilt:

a) Im(f) = Span(a*b R a*n)

b) dimIm(f) =rang A

¢) dimKer(f) =n —rang A

Beweis:
a) ,D“ ist klar, da a1, ..., a., die Bilder der Basisvektoren sind.
,C“: Es ist

a11ry + ...+ a,T,
f(x) = Ax = : : = X101 F ..+ Ty

U121 + - .. + A To,
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d.h. jedes Element des Bildes ist Linearkombination der Spaltenvektoren.
b) Folgt unmittelbar aus (a).

c) Folgt aus Satz 34.5d. O

36.4 Beispiele

a) Nach 35.14d ist A € K™*" genau dann invertierbar, wenn rang A = n ist.

11

b) A=10 1
00

Man beachte, dass sich aufgrund der speziellen Gestalt von A (obere Drei-

1
1 | hat den Rang 3: Es ist a2, a.3 € span(a.;), .3 & span(a., a.s).
1

ecksmatrix) der Rang besonders leicht ablesen ldsst.

10
c) A= {01 hat den Rang 2: Die Vektoren a,,a., sind linear un-
2 0

N DN =

abhingig, und a.3 = a1 + 2a49.

36.5 Definition: transponierte Matrix

Vertauscht man bei einer Matrix A = (a;;) € K™*" die Rolle von Zeilen und
Spalten, so entsteht die transponierte Matrix AT = (a;;) € K™*™.

Der Rang von A" gibt die Anzahl der linear unabhiingigen Zeilenvektoren von A
an. Man nennt ihn daher auch den Zeilenrang von A.

36.6 Beispiel

101 2 (1)(1)(2)
A=101 2 1 = AT:122::B
2 0 2 4 5 1 4
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rang A = 2: a1, a4 sind linear unabhéingig
(s3 = Ayl + 2042
Axyq = 2a*1 + Quo

rang B = 2: b,1, by sind linear unabhéngig
b*3 = 2b*1

In diesem Beispiel stimmen also Spalten- und Zeilenrang iiberein. Ist dies Zufall?

36.7 Satz: Gleichheit von Spaltenrang und Zeilenrang

Fiir jede Matrix A € K™*" sind Spalten- und Zeilenrang gleich.

Beweis: Es sei die Matrix

A—

Am1 .. Amn

gegeben. Bezeichnen wir ihren Spaltenrang mit r, so lassen sich die Spaltenvek-

toren aq, ..., a4, als Linearkombinationen von r Basisvektoren
b1 by
b = : oo b= :
blm brm
darstellen:

Ayl = Cllbl + ...+ Clrbr

Qup, = Cp1b1 + ... + Cppby
Also haben wir fiir jedes einzelne Matrixelement von A
a;j = cj1by; + ...+ cjrbri .
Fiir die Elemente eines Zeilenvektors a;. von A haben wir damit

a;1 = ciiby + ... 4 cipbyy
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Qin = Cnlbli +...+ Cnrbri

das heifit, der Zeilenvektor liasst sich als Linearkombination der r Zeilenvektoren
cj:=(c1j,...,¢cnj), g =1,...,7 darstellen:

Qi — bucl + ...+ bm‘CT .

Wir haben also aus den Koeffizienten der Linearkombinationen (x) einen Satz
von Erzeugenden cq, ..., c, fiir die Zeilenvektoren von A erhalten, wobei die Ba-
sisvektoren aus (x) zu Koeffizienten geworden sind.

Wegen dim span(cy, ..., c,) < r folgt fiir den Zeilenrang von A, dass rang AT < r,
also rang AT < rang A.

Ganz analog beweist man auch rang A < rang AT, und die Behauptung folgt.
O

36.8 Bemerkungen
a) Man priift leicht nach, dass (A - B)T = BT . AT.

b) Man schreibt (Spalten-) Vektoren gern platzsparend als transponierte Zei-
4

lenvektoren, z. B. c R* als (4,0,1,2)7.

1
2

36.9 Folgerung: Links- und Rechtsinversion

Ist eine Matrix A € K™*" invertierbar, so gilt fiir ihre Inverse A~! auch

ATTA=T.

Beweis: A ist invertierbar genau dann, wenn rang A = n. Wegen 36.7 ist dies
genau dann der Fall, wenn rang AT = n. Dies gilt genau dann, wenn auch AT
invertierbar ist.

Angenommen, A und A% sind invertierbar mit

Al =B, (AN = C,
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also
AB=1, ATC =1.
Daraus folgt CTA = I und damit
CT=CY(AB) = (CTA)B=1B.

Also gilt auch BA = 1. O

Bemerkung: Die obige Eigenschaft hiatten wir auch direkt daraus folgern kénnen,
daBl GL(n, K) eine Gruppe ist und in einer Gruppe Links- und Rechtsinverses
tibereinstimmen (siche Abschnitt 29.4).
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37 Gaul3-Algorithmus und lineare Gleichungs-
systeme

37.1 Motivation

e Lineare Gleichungssysteme treten in einer Vielzahl von Anwendungen auf
und miissen gelost werden.

e In Abschnitt 35.5 haben wir gesehen, dass Matrizen zur kompakten Nota-
tion linearer Gleichungssysteme benutzt werden kénnen:

Die Gleichheit Ax = b (A Matrix, =, b Vektoren) verkorpert die Gleichungen

a1 + 122 4+ ...+ A1npTy = bl

U121 + Qoo + ... + ATy, = bm .

e Wir betrachten den Fall m = n. Vorausgesetzt, A ist eine invertierbare Ma-
trix (vgl. 35.11-35.14), dann erhalten wir durch Multiplikation mit A~! auf
der linken Seite (vgl. auch Satz 36.9) den Vektor z, d.h. inverse Matrizen
spielen eine Rolle im Zusammenhang mit der Losung linearer Gleichungs-
systeme.

Aus 36.4a kennen wir den Zusammenhang zwischen Rang und Invertierbar-
keit: Eine n x n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn rang A = n.

Aus diesen Griinden ist es von Interesse, ein Verfahren zur Hand zu haben, das

e den Rang einer Matrix ermittelt

e die Inverse (sofern existent) berechnet
sowie unter geeigneten Voraussetzungen
e lineare Gleichungssysteme 16st.

Dies alles leistet der Gauf3-Algorithmus.
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37.2 Idee

1 11
In Beispiel 36.4b wurde eine obere Dreiecksmatrix [ A= [0 1 1 betrach-
0 01

tet, die auf der Diagonalen nur von 0 verschiedene Eintrige hatte. Allgemein hat
eine n X n-Matrix mit dieser Eigenschaft stets den Rang n.

Die Idee des Gauf-Algorithmus besteht darin, eine beliebige Matrix in eine solche
Dreiecksmatrix (oder eine #hnliche Form) umzuwandeln, und zwar auf eine Weise,
die sicher stellt, dass sich der Rang der Matrix dabei nicht &ndert.

37.3 Definition: Elementare Zeilenumformungen

Die folgenden Operationen auf Matrizen heiflen elementare Zeilenumformun-
gen:

a) Vertauschen zweier Zeilen,
b) Addition des M-fachen (A € K') der Zeile a;, zur Zeile a;.,

c) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0.

37.4 Satz

Bei elementaren Zeilenumformungen bleibt der Rang einer Matrix stets erhalten.

Beweis:
a) offensichtlich, da span(aiy, . . ., an.) bei Vertauschung zweier Zeilenvektoren
unverdandert bleibt

b) Wir zeigen span(aix, . . ., Qix, - - -, Qs ) = SPAN(A1s, - -+ Qi + Ay - - -, Q).

,C“: Es sei v € span(as, . -+, Gixy - - 5 Ay ), AlSO

U:)\1&1*+...+)\iai*+...—|—)\ja]‘*+...+)\mam*
= Mas F oo NG+ Aag) oo (N = AN+ A

82



€ span(@yu, - - -, Qi + Ajuy ooy Qs+ o, ) -

, D" wird analog gezeigt.

¢) Analog zu (b). O

37.5 Gaul3-Algorithmus
Gegeben sei eine Matrix A = (a;;) € K™ ".

e Betrachte aq;.

a;

— Ist aj; # 0, so subtrahiere von jeder Zeile a;,, i > 2, das 1 _fache der
a1

ersten Zeile. Danach ist a;; das einzige von Null verschiedene Element

der ersten Spalte.

— Ist a;; = 0, aber das erste Element a;; einer anderen Zeile ungleich
Null, so vertausche die beiden Zeilen ay, und a;,. Mit der neuen Matrix
verfahre wie oben.

— Sind alle a;1, @ = 1,...,m, gleich 0, so beachte die erste Spalte nicht
weiter und verfahre wie oben mit a9 statt aq;; sofern auch die 2. Spalte
nur Nullen enthélt, gehe zur 3. Spalte usf.

Im Ergebnis dieses 1. Schrittes erhalten wir eine Matrix

01y -
A = !
Oia;nz a;m

(evtl. mit zusétzlichen Nullspalten links).

e Nun wird die erste Zeile und Spalte nicht mehr weiter betrachtet und auf
die verbleibende Teilmatrix
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dasselbe Verfahren angewendet. Damit wird A" umgewandelt in

0 &y & - &
o | 01 0t &y
Oi Oia;T;S a;T;n

e Danach betrachtet man die wiederum um eine Zeile und (mindestens) eine
Spalte verkleinerte Teilmatrix usw., bis die gesamte Matrix auf eine Form
A* wie die folgende gebracht ist:

a * * * * *

0 b * * * *

0 0 0 | c * *
A* =

0 0 0 0O | d *

0 0 0 0O .-+« ... 0

(* steht jeweils fiir beliebige Werte; a, b, ¢, d # 0).

In dieser Matrix heifit der erste von 0 verschiedene Eintrag einer Zeile
(a,b,c,d) Leitkoeffizient. Im gesamten Bereich unterhalb und links eines
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Leitkoeffizienten enthalt die Matrix nur Nullen:

a * * * * *
0 b * * * *
0 0 0 |c * *
0 0 0 0 'd *

Eine solche Matrix heifit Matrix in Zeilen-Stufen-Form.

GauB-Algorithmus als rekursive Funktion (Aufruf: Gauss(1,1)):

Gauss (1,):
falls © = m oder j > n:
Ende
falls a;; = 0:
suche ai; # 0, k > ¢; wenn dies nicht existiert:
Gauss (i, j + 1)
Ende
vertausche Zeile ¢ mit Zeile k

fiir alle & > i:
Ay

Qi
Gauss (i+1, j+ 1)
Ende.

subtrahiere - Zeile i von Zeile k (%)

Das Matrixelement a;;, das in der Zeile (x) als Nenner auftritt, heifit Pivotele-
ment.
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37.6 Beispiel

04315> 132 4 2
A1 32 42 R 04315)
1312 1 0 312 1 0]~-—3%
2 2 3 -2 3 2 2 3 -2 3 —2x
1 3 2 4 2
0 4 3 1 5
A =
0 -8 —4 —11 —6 >+2><)
0 —4 —1 —10 —1 +1x
1 32 4 2
043 15
_002—94>
002 —9 4/ -/—1x
132 4 2
043 1 5
A*:A///:
002 -9 4
000 0 O

37.7 Satz: Rang einer Matrix in Zeilen-Stufen-Form

Der Rang einer Matrix in Zeilen-Stufen-Form ist gleich der Anzahl ihrer Leitko-
effizienten.

Beweis: Die Anzahl der Leitkoeffizienten sei [.

Jede Zeile, die einen Leitkoeffizienten enthélt, ist linear unabhéngig von dem
System der darunter stehenden Zeilen. Nimmt man also von unten nach oben die
linear unabhéngigen Zeilen zur Basis hinzu, so folgt, dass

dim span(ays, . .., Gms) > 1.
Andererseits ist auch
dim span(ay., . .., am«) <1,
da es nur [ Zeilenvektoren ungleich 0 gibt. O
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37.8 Satz: Zeilenumformungen als Matrixmultiplikationen

Jede elementare Zeilenumformung fiir m x n-Matrizen kann als Multiplikation
von links mit einer geeigneten invertierbaren m x m-Matrix ausgedriickt werden:

a) Vertauschung der Zeilen i und j:

10 0
0 1 0
1
0 ... 1 <+ Zeile 1
1 ... 0 — Zeile j
1
0 0 1

b) Addition von \ x Zeile j zu Zeile i:

1 0 0
0
1 ... A <« Zeile 1
1 +— Zeile j
0 0 1

¢) Multiplikation von Zeile i mit \ # 0:

1 0 0
0
1
A o |« Zeile ¢
1
0 0 1

(ohne Beweis)
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37.9 Umformung einer invertierbaren Matrix zur Einheits-
matrix

Es sei A eine invertierbare n x n-Matrix. Wegen rang A = n hat sie die Zeilen-
Stufen-Form

/
a/ll * . .. .« .. *
/
0 ay :
A= v mit a), £0,i=1,...,n.
0 0 d

1
Multiplikation jeder Zeile a;, mit —- ergibt eine obere Dreiecksmatrix A” = (a;;),
deren sdmtliche Diagonalelemente gleich 1 sind.
Mittels weiterer elementarer Zeilenumformungen wird die Matrix in die Einheits-
matrix umgeformt:
e Subtrahiere fiir alle ¢ < n das a -fache der Zeile n von Zeile i. Danach ist

a’ =1 das einzige Element # 0 in der letzten Spalte.

e Subtrahiere fiir alle 7 < n — 1 das a fache der Zeile n — 1 von Zeile 4

i,n—1"

Uusw.

37.10 Satz: Berechnung der inversen Matrix

Wird eine invertierbare n x n-Matrix A durch elementare Zeilenumformungen
in die Einheitsmatrix I umgeformt, so erhilt man die Inverse A~!, indem man
dieselben Umformungen auf die Einheitsmatrix anwendet.
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Beispiel:

A I
1 0 2 1 0 0 )
2 -1 3 0 1 0 —2><)
4 1 8 0 0 1 —4x
1 0 2 1 0 0
0 —1 —1 2 1 0
0 1 0 4 0 1 >+1><
1 0 2 1 0 0
0 —1 —1 2 1 0] x(-1)
0 0 —1 6 1 1) x(-1)
1 0 2 1 0 0
0 1 1 2 -1 0 J
0 0 1 6 —1 —1 )—1>< —92x%
1 0 0 11 2 2
0 1 0 4 0 1
0 0 1 6 —1 —1
I Al
Probe:
11 2 2 1 0 2 1 0 0
4 0 1]-1 2 =1 3= 0o 1
6 —1 —1 4 1 8 0 1

Beweis des Satzes: Esseien Dy, ..., D die Matrizen, die geméaf; Satz 37.8 die
elementaren Zeilenumformungen darstellen, durch die A in I iibergeht. Dann ist

I =DyDy_y...D1A=(DyDy_q...D1)A
und somit
A_l - Dka_l S D1 - Dka_l e le .
O

Bemerkung: Eine alternative Sichtweise auf die obige Berechnung ist, daf§ wir
simultan die linearen Gleichungssysteme fiir die Spalten von A~! 16sen (siche
nichster Abschnitt). Denn es gilt fiir die i-te Spalte a; ' der inversen Matrix A~}
von A, Aa;' = e;, wobei ¢; die i-te Spalte der Einheitsmatrix ist bzw. der i-te
Basisvektor der Standardbasis im K".

89



Wie kann man den Gauf-Algorithmus zum Losen linearer Gleichungssysteme
verwenden?

37.11 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten hat die
Form

Ar =b
mit Ae K™" ze K", be K™.

Falls b # 0, spricht man von einem inhomogenen Gleichungssystem. Az = 0
heifit zugehoriges homogenes Gleichungssystem.

Die Matrix (A,b) € K™+ d. h. A mit rechts angefiigter Spalte b, heifit er-
weiterte Matrix des Systems.

Interpretiert man A als lineare Abbildung, so sind Losungen des Systems Az = b
gerade die Vektoren, die durch A auf b abgebildet werden.

37.12 Satz: Losungsverhalten linearer Gleichungssysteme

a) Die Losungsmenge von Az = 0 ist Ker A und daher ein Unterraum von K™.
b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Ax = b hat mindestens eine Losung,.
ii) b€ ImA.
iii) rang A = rang(A,b).

c¢) Ist w eine Losung von Az = b, so ist die vollstdndige Losungsmenge gleich
w4+ Ker A :={w+z |z e KerA}.

Beweis:

a) Klar nach Definition von Ker A.

b) (i)=-(ii): Existiert eine Losung w, so gilt Aw = b, d.h. b € Im A.
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(ii)=-(iii): Ist b € Im A, so ist b Linearkombination der Spalten von A.
Damit ist rang(A, b) = rang A.

(iii)=-(i): Ist rang(A,b) = rang A, so ist b Linearkombination der Spal-
ten von A d.h. das lineare Gleichungssystem Ax = b hat mindestens eine
Losung.

, D% Es sei v eine weitere Losung von Ax = b. Dann gilt
Alv—w)=Av—Aw=b—-b=0,

d.h. v—w € Ker A und folglich v € w+Ker A. Also liegt die Losungsmenge
von Ax = b in w + Ker A. O

37.13 Bemerkungen

a) Ist rang(A,b) > rang A, so hat Ax = b keine Losung.
b) Jedes homogene System hat mindestens eine Losung: 0.
¢) Zur Losung des inhomogenen Systems benétigt man

e die vollstdndige Losung des homogenen Systems,
e cine spezielle Losung des inhomogenen Systems.
d) Aus (b) und (c) folgt: Besitzt ein inhomogenes System A x = b eine Losung,

so ist diese eindeutig, wenn Ker A = {0} ist.

Um mithilfe des Gauf-Algorithmus das Losungsverhalten von Az = b zu studie-
ren, bezeichnen wir mit Los(A, b) die Losungsmenge von Az = b. Wir benétigen
zunéchst zwei Hilfsaussagen.

37.14 Lemma: Invarianz der L6sungsmenge unter Matrix-
multiplikation mit invertierbarer Matrix

Ist B € GL(m,K)und A€ K™" be K™, so gilt

Los(A, b) = Los(BA, Bb) .
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Beweis: Ist z € Los(A,b), so gilt Ax = b. Damit ist auch BAx = Bb, also
€ Lis(BA, Bb).

Ist umgekehrt = € Los(BA, Bb), so gilt BAz = Bb. Da B € GL(m, K), existiert
ein B~! € GL(m, K) nach Satz 35.13. Damit folgt B~'BAx = B~!Bb und somit
Az =b,d. h. x € Los(A,b). O

37.15 Satz: Invarianz der Losungsmenge unter elementa-
ren Zeilenumformungen

Ist die erweiterte Systemmatrix (A’,b) aus (A,b) durch elementare Zeilenumfor-
mungen entstanden (mit anderen Worten, es wurden die gleichen Zeilenumfor-
mungen an A und b vorgenommen), so gilt

Los(A',b') = Los(A, b) .

Beweisidee: Elementare Zeilenumformungen entsprechen nach 37.8 der Mul-
tiplikation mit invertierbaren Matrizen Dy, Dy_1, ..., D;. 0

Nun koénnen wir zum eigentlichen Ziel kommen.

37.16 GauB3-Algorithmus zum Lo6sen linearer Gleichungs-
systeme

Zur Losung von Ax = b geht man in vier Schritten vor.

i) Schritt 1: Bringe die Matrix (A, b) in Gau-Jordan-Form (A’, ).

Die Gau3-Jordan-Form ist eine spezielle Zeilen-Stufen-Form, bei der alle
Leitkoeffizienten gleich 1 sind und oberhalb der Leitkoeffizienten nur Nullen
stehen.

Enthélt in der Gau-Jordan-Form (A’, V') die Spalte " einen Leitkoeffizien-
ten, so ist rang(A’,b') > rang A’, und das System hat keine Losung (Ende
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ii)

des Algorithmus). Andernfalls ist rang(A’, b') = rang A’ (Algorithmus fort-
setzen).

Beispiel: (K = R)
103 00 2|2

(A Y) = 8 (1) (2) (1) 8 é ;l ist in GauB-Jordan-Form. Man liest
0000140

ab: rang A’ = 4, rang(A’, ') = 4. Es existieren also Losungen, wir miissen
weitermachen.

Schritt 2: Finde die Losungsmenge U des homogenen Gleichungssystems
Az =0.

Wihle hierzu die Unbekannten, die zu den Spalten ohne Leitkoeffizienten
gehoren, als freie Parameter.

Beispiel: Im obigen Beispiel setzen wir x3 =: A\, x4 =: u. Dann hat das
homogene System die Losungsmenge

T = -3\ — 2[&
To = —2\— L
T3 = A
Ty = —OU
r5 = —4pu
Te = [
oder als Vektorgleichung
1 -3\ —2u -3 -2
X =2\ — U —2 —1
T3 A 1 0
pu— pum— A
4 54 ol M5
T —4p 0 —4
Tg W 0 1
d.h.
-3 -2
—2 -1
1 0
U =
span ol | s
0 —4
0 1
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iii) Schritt 3: Suche eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungssystems
Az =V.
Setze hierzu die Unbekannten, die zu den Spalten ohne Leitkoeffizienten
gehoren, gleich 0 (moglich, da dies freie Parameter sind).
Beispiel: Mit x3 = 0 und zg = 0 erlaubt die Gau3-Jordan-Form im obigen

Beispiel die direkte Bestimmung von

rn=2, =4, x4=6, x5=0,

also w =

S O OO =N

iv) Schritt 4: Die Losungsmenge von Az = b ist dann w + U.

Beispiel:
( (2 -3 —2 )
4 -2 -1
0 1 0
Los(A,b) = A A
0 0 —4
L \0 0 1 J

37.17 Geometrische Interpretation linearer Gleichungssys-
teme

Essei A€ K™ e K" be K™. Wir wissen: Los(A, 0) = Ker A ist Unterraum
des K™. (Jedoch ist Los(A,b) im Allgemeinen kein Unterraum!)

Fiir die Dimension von Los(A,0) gilt

dimKer A +dimIm A = dim K" |
dim Los(A,0)  rang A n

also

dim L6s(A,0) =n —rang A .
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e o4 (1 =10 3x3 5 _ (0
Beispiel: A-( 00 1)€]R ’b_(l)

n =3, rang A = 2 = dim Los(A4,0) = 1.

A
Los(A,0) = { ()\) A€ ]R} Ursprungsgerade
0

0
Spezielle Losung des inhomogenen Systems: w = (O)
1

Allgemeine Losung:

0 1
()~ { () . ()
1 0

A€ ]R} Gerade

Los(A b )

B 8 __ kerA=LosA ,0)
1 --=7" (in x %, —Eben
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38 Iterative Verfahren fiir lineare Gleichungs-
systeme

38.1 Motivation

e Viele praktische Probleme fithren auf sehr grofie lineare Gleichungssysteme,
bei denen die Systemmatrix diinn besetzt ist, d.h. nur wenige von Null
verschiedene Eintriage aufweist.

Beispiel: Pentadiagonalma-
trix bei der Berechnung von
2-D-Diffusionsfiltern ~ in  der
Bildverarbeitung

e Aus Speicherplatzgriinden will man oft nur die von 0 verschiedenen Ele-
mente abspeichern.

Beispiel: Ein Grauwertbild mit 512 x 512 Pixeln fiihrt zu 5122 = 262 144
Gleichungen mit ebenso vielen Unbekannten. Bei 4 Byte je Eintrag (Da-
tentyp float) und vollem Abspeichern benétigt die Pentadiagonalmatrix
4 - 512" Byte ~ 275 GB, bei effizientem Abspeichern nur 5 - 4 - 5122 Byte ~
5,2 MB!

e Direkte Verfahren wie der GauB-Algorithmus kénnen die Nullen auffiillen
(fill in) und so zu einem enormen Speicherplatzbedarf fiihren.

Zudem ist ihr Rechenaufwand oft zu hoch: O(n?®) Operationen fiir ein n X n-
Gleichungssystem.

e Daher verwendet man oft iterative Ndherungsverfahren, die kaum zusétzli-
chen Speicherplatz benotigen und nach wenigen Schritten eine brauchbare
Approximation liefern.

38.2 Grundstruktur klassischer iterativer Verfahren
Gegeben: A € R™"™ be R"
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Gesucht: x e R" mit Az =0

Falls A = S — T mit einer einfach zu invertierenden Matrix S ist (z. B. Diagonal-
matrix, Dreiecksmatrix), so kann man A x = b umformen in

Sx=Tx+b
und mit einem Startvektor z(®) € R" die Fixpunktiteration
St —7® 4 p k=0,1,2,...

anwenden.

Wir wollen nun drei verschiedene Aufspaltungen A = S — T untersuchen. Dazu
sei A = D— L — R eine Aufspaltung von A in eine Diagonalmatrix D, eine strikte

nur Nullen hat) und eine strikte obere Dreiecksmatrix R.

*

untere Dreiecksmatrix (also eine untere Dreiecksmatrix, die auf der Diagonale
0 0
0 *
* — —
0 *
* 0 70

Vv Vv Vo
A D L R

0

0
J/

Bemerkung: In Bezug auf die Komponenten von A = (a;;) gilt

i, 1=1] —ai;, 1> ], —ai;, J <41,
DZJ = v J LZ] = K J 3 RZ] = K J .
0 sonst 0 sonst . 0 sonst .

38.3 Das Jacobi-Verfahren (Gesamtschrittverfahren)

Hier wahlt man S := D und T := L 4+ R. In jeder Iteration wird also nur das
Diagonalsystem
D 2™ = (L+R) 2™ +b

) aufgelost, d.h. es wird nur durch die Diagonalelemente dividiert:

ﬂ“”:D*OL+MmW+@

nach gk+1

oder explizit:
(k1) L - (k) -
x, _a—“ —Zaijxj ‘l’bz ) Z_]-a-"vn
7=1
G
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38.4 Beispiel

A= (_i _;) , b= <i) fithrt auf das Diagonalsystem

2D = o) 43
2xék—i—l) (k) +4.

Bei vierstelliger Genauigkeit und Startvektor z(® = (0,0)" erhilt man

k xgk) xék) k xgk) x;k)

010 0 713,305 3,641

1115 2 83,321 3,653

2125 2,75 93,327 3,661

312875 3,25 10 | 3,331 3,664

413,125 3,438 11 | 3,332 3,666

53,219 3,563 12 | 3,333 3,666

6| 3,282 3,610
Die exakte Losung ist x; = 3 %, To =3 %
Bemerkung: Vorteil des Jacobi-Verfahrens ist, da die Berechnung von x(kH) und
x§-k+1 fiir ¢ # 7 unabhéngig sind. Damit ist die Parallelisierung der Berechnung

sehr einfach. Nachteil ist typischerweise eine geringere Konvergenzgeschwindigkeit
gegeniiber den folgenden Verfahren.

38.5 Das Gaufl-Seidel-Verfahren (Einzelschrittverfahren)

Hier setzt man S := D — L, T := R.

In jeder Iteration wird daher das Dreieckssystem

(D—L)z**) = Rz® 49

in Komponenten, fiir i =1,...,n,
k+1) k+1)
ar Y + 5 a;a! E ai;l + b,
7j=1 j=i+1

durch einfache Riickwértssubstitution gelost:

i—1
k1) 1 (k+1) N0 .
€; _CL_M<_§ 1]] E azg +b> ) 2_17"'777'7

j=1 j=it1
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(k+1)
J
verwendet.

d. h. die neuen Werte x
(k+1)

)

,7=1,...,1—1 werden fiir die Berechnung des i-ten
Elements x

38.6 Beispiel

2 —1 3 0
— _ ©0) _ :
A ( 1 2) , b ( ) , T (0) ergibt

1
x§k+1) _ i(xék)jLS)
1
xék-i—l) _ 5($§1~ch1)+4)
k|2 2P k|2 2P
00 0 413305 3,652
1015 275 513,326 3,663
22,875 3,438 63,332 3,666
313,219 3,609 713,333 3,666

Bemerkung: Vorteil ist die etwa doppelt so schnelle Konvergenz gegeniiber dem
Jacobi-Verfahren. Nachteil ist, dafl eine direkte Parallelisierung aufgrund der

Abhéngigkeit von :L'Z(-Hl) von :L'S-Hl), J=1,...,1— 1 nicht moglich ist.

38.7 SOR-Verfahren (Successive Overrelaxation)

Sei w € R. Setze: S := LD~ Lund Ti= (L = 1) D+ R.

Bemerkung:

e Gauss-Seidel Verfahren ist Spezialfall fiir w = 1.

e Man kann zeigen, daf fir w ¢ (0,2) man nie Konvergenz hat.

In jeder Iteration wird das Dreieckssystem

1 1
(=D — L) 2™ = (— — 1)D:)3(k) +Ra™ 4+ b
w w
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in Komponenten, fiiri =1,...,n,

i—1 n
1 1
j=1 j=i+1

durch Riickwértssubstitution gelost:

i—1 n
(k1) _ W [ NT, (D) )y (l_1> B
i Qg ( ;awx] Z Gty O w i

j=i+1
i—1 n
1
_ .k (k+1) (k) (k)
—xi+w[;<—2aijxj —Zaijxj —i—bi)—xi ]
v j=1 j=it1
:xf+w[i’gk+1)—x§k)], 1=1,...,n,
wobei igkﬂ) dem Ergebnis des Gauss-Seidel Verfahrens aus der Menge
(xgkﬂ), e :L’Z(-]:rl), xgk), o a®)

entspricht. Da typischerweise 1 < w < 2 als Parameter verwendet wird, entspricht
daher der Iterationsschritt einer Extrapolation des Iterationsschritt des Gauss-
Seidel-Verfahrens d.h. man geht etwas weiter in die Richtung, die vom Gauss-
Seidel-Verfahren vorgegeben wird.

Fiir grofe Gleichungssysteme kann damit die Iterationsanzahl fiir ein geeignetes
w oft um eine Zehnerpotenz gesenkt werden.

38.8 Konvergenzresultate

a) Die Jacobi-, Gau$i-Seidel- und SOR-Verfahren kénnen als Fixpunktiteratio-
nen interpretiert werden. Thre Konvergenz kann unter anderem mittels des
Banach’schen Fixpunktsatzes (vgl. MfI 1, 22.2) untersucht werden; danach
liegt Konvergenz vor, wenn die lineare Abbildung f : R" — R", = —
S~'Tx kontrahierend ist d.h. es existiert L € R mit L < 1, so daB fiir alle
x,y € R",

1f(z) = fWI < L llz—yl.

(Der Begriff der Norm ||z|| eines Vektors z wird in Kapitel 40 und 41 ein-
gefiihrt).
Die Abbildung f ist nicht in allen Féllen kontrahierend.

b) Fiir wichtige Spezialfélle existieren jedoch Konvergenzaussagen, z. B.:

100



e Ist die Systemmatrix A = (a;;) € R"™" streng diagonaldominant,

d. h. fiir jedes 7 gilt
|a| > Z |ag;|
i=1

i
so konvergieren das Jacobi- und das GauB3-Seidel-Verfahren.

e Allgemein kann man Konvergenz zeigen, wenn die spektrale Norm (sie-
he Kapitel ??) von S~'T kleiner 1 ist.

38.9 Effizienz

a) Die vorgestellten Verfahren sind die einfachsten, allerdings nicht die effizi-
entesten iterativen Verfahren zum Losen linearer Gleichungssysteme.

b) Effizientere, aber kompliziertere Verfahren:

e PCG-Verfahren (PCG = preconditioned conjugate gradients)
e Mehrgitterverfahren (Multigrid)

Vgl. dazu numerische Spezialliteratur.

c) Hocheffiziente Ansétze wie etwa die Mehrgitterverfahren verwenden oft das
GauB-Seidel-Verfahren als Grundbaustein. Mit ihnen ist es z.T. moglich,
lineare Gleichungssysteme in optimaler Komplexitét (d.h. O(n)) zu losen.
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39 Determinanten

39.1 Motivation

o Wir stellen uns das Ziel, wesentliche Information iiber

— die Invertierbarkeit einer n x n-Matrix

— das Losungsverhalten zugehoriger linearer Gleichungssysteme
moglichst kompakt auszudriicken: durch eine einzelne Zahl.
e Wir definieren also eine K-wertige Funktion auf Matrizen A € K™*".

e Determinanten haben auch eine geometrische Bedeutung: Volumenbestim-
mung eines Parallelepipeds

39.2 Definition

Eine Multilinearform (oder k-Form) ist eine Abbildung

F:K'"xK'x...xK'"—= K, (v,...,v)~ F(v,...,0),

die linear in jedem Argument ist, d.h. fiir alle ¢1, ..., ¢,, € K und uq,...,u,, € K"
gilt
F(...,chuk,...) = chF(,uk,)
k=1 k=1

Eine Multilinearform F' heifit alternierend, genau dann wenn F' null ist, wenn
zwei Argumente gleich sind, d.h. F(...,a;,...,a;...) =0.

Bemerkung:

e Multilinear bedeutet linear in jedem Argument.

e Im folgenden betrachten wir immer n-Formen, d.h. die Anzahl der Argu-
mente der Multilinearform ist gleich der Dimension von K™.

e Wenn nur die Korper R oder C betrachtet werden, werden alternierende
Multilinearformen oft {iber den Vorzeichenwechsel bei Vertauschung von
Argumenten definiert. Wahrend aus der obigen definierenden Eigenschaft
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der alternierenden Multilinearform immer der Vorzeichenwechsel bei Ver-
tauschung der Argumente folgt (siehe folgender Satz), gilt die Umkehrung
im Allgemeinen nicht. Denn fiir einen Vektorraum iiber einem allgemeinen
Korper folgt fiir u € K™ aus u = —u nicht zwingend v = 0. Denn fiir
K =175 gilt 1+ 1 =0 (1 ist zu sich selbst-invers d.h. —1 = 1) und daher
folgt aus 1 = —1 nicht 1 =0!

39.3 Satz (Eigenschaften von alternierenden Multilinear-
formen)

Sei F eine alternierende Multilinearform, dann gilt
1. F(...,uy...,v,...) = =F (... u,...,v,...) fir alle u,v € K"
(Vorzeichenwechsel bei Vertauschung von Argumenten),

2. F(uy,...,u,) =0, falls uy,...,u, € K" linear abhingig sind.

Beweis:

1. Nach Definition gilt fiir eine alternierende Multilinearform:
F(...,u+v,...,u+wv,...)=0.
Unter Ausniitzung der Linearitdt in beiden Argumenten erhalten wir,

0=F(..,u+v,...,u+v,...)=F(..,u,...,u+v,.. )+ F(...,u,...,u+wv,...)
=F(..,u,...,u,.. )+ F( .. u,... 0,..0)
+F(..,0,. o u. )+ F( 00,0
=F(... u,...,v,.. )+ F(...,0,...;u,...),

wobei ausgeniitzt wurde, dafl der Wert einer alternierenden Multilinearform
null ist, wenn zwei Argumente gleich sind. Damit folgt mit der Eindeutigkeit
des inversen Elements beziiglich der Vektoraddition F(...,u,...,v,...) =
—F( .. u,.. 0,0,

2. Dauy,...,u, € K™ linear abhéngig sind, kann einer der Vektoren als Line-
arkombination der anderen geschrieben werden. ObdA nehmen wir an, daf3
ci,...,c, € K existieren, so da} u,, = ZZ: cpug. Unter Ausniitzung der
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Linearitdt im n-ten Argument erhalten wir fiir den Wert der Multilinear-

form,
n—1 n—1

Fluy, ... up_1,up) = F(ul,...,un_l, E ckuk> = E e Fl(un, .oy U1, ug).
k=1 k=1

Die Terme, F'(uy,...,un_1,u;), k = 1,...,n sind alle null, da immer zwei

Argumente gleich sind. Damit folgt die Aussage.

39.4 Definition

Eine Determinantenform ist eine alternierende Multilinearform F mit
F(ey,...,e,) =1, wobei (eq,...,e,) die kanonische Standardbasis im K™ ist.

39.5 Satz (Eindeutigkeitssatz fiir alternierende Multiline-
arformen)

Essei F': K" x ... x K™ — K eine alternierende Multilinearform.

1. Gilt F(eq,...,e,) =0, s0ist FF =0.

2. Stimmen zwei alternierende Multilinearformen auf der kanonischen Basis
iiberein, so sind sie gleich. Insbesondere gibt es genau eine Determinanten-
form auf K".

Beweis:

1. Wir zeigen die Aussage fiir n = 3. Der allgemeine Beweis folgt direkt. Sei
u, v, w € K™ mit Basisdarstellung bzgl der kanonischen Basis u = Z?:l u;€;,
v = Z?Zl vje; und w = 22:1 wrer. Wegen der Multi-linearitit von F' folgt,

3 3 3
F(u,v,w) = F( E Ui€;, g vje;, E wkek>
i=1 j=1 k=1



I
.M“
Mw

s
I

—_
<.
Il

—_

U; <6Z7 €5, E wkek>
3

E U; Vj Wy <6i, €5, €k)

Nach Definition gilt F'(e;, e, e,) = 0 wenn ¢ = j oder i = k oder j = k d.h.
F(e;, ej, e;) kann nur dann ungleich null sein, wenn ¢ # j # k # i d.h. im

|
e
Moo

i 1k

1y

Fall n = 3 wenn das Tripel (i, j, k) eine Permutation von (1,2, 3) ist. Nun
gilt aber Vorzeichenwechsel bei Vertauschung von Argumenten, d.h.

F(elu €2, 63) = _F(617€37€2> = F<637 €1, 62) = _F<637 627€1>
= F(ey,e3,61) = —F(ey,e1,€3)
Das bedeutet, daf§ die alternierende Multilinearform F' vollstdndig durch

den Wert F'(ey, eq,e3) bestimmt ist. Insbesondere ist F' genau dann null,
wenn F'(ep, e, e3) = 0 ist.

2. Folgt direkt aus dem ersten Teil. Denn sind F, G zwei alternierende Mult-
linearformen mit F'(ey, e9,e3) = G(eq,es,e3), dann gilt fir die Differenz
H = F — G, H(ey,eg,e3) = 0, und mit dem ersten Teil des Satzes folgt
H = 0 und damit F' = G. Daraus ergibt sich direkt die Eindeutigkeit der
Determinantenform. Die Existenz einer Determinantenform ergibt sich iiber
die obige multi-lineare Fortsetzung.

Bemerkung:

e Im obigen Beweis zeigen wir implizit, dafl eine Multilinearform genauso wie
eine lineare Abbildung vollstandig iiber die Wirkung auf die Basisvektoren
bestimmt ist, oder formal korrekt iiber die Wirkung auf alle n-Tupel von
Basisvektoren.

e Die Eigenschfaft “alternierend” ist eine starke Einschrankung einer Multi-
linearform F' - der Wert F'(ej, eq,e3) bestimmt die gesamte alternierende
Multilinearform.

39.6 Definition

Seien (ay,...,a,) die Spaltenvektoren einer Matrix A € K"*" und sei det die
Determinantenform. Die Determinante det A der Matrix A ist definiert als

det A :=det(ay,...,a,).
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Bemerkung:

e Die Determinante einer Matrix A wird auch mit |A| bezeichnet.
e Nach Definition gilt: det I = det(eq,...,e,) =1

e Die Determinate einer 2 x 2-Matrix A ist gegeben als

c

det A = det (a Z) = ad — bc.

Dies ergibt sich direkt aus den Eigenschaften der alternierenden Multiline-
arform und det [ = 1:

a b 1 b 0 b
det A = det <c d) = g det <O d) + cdet <1 d)
11 10 01 01
= abdet (O O) + ad det (O 1) + cbdet (1 O) + ed det (1 O)

= addet(ey, e3) + cbdet(ez, e1) = ad — be

e Die Determinante einer n X n-Matrix kann man rekursiv auf 2 x 2-Matrizen
zuriickfithren. Das ergibt sich aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz. Die
Determinante einer 1 x 1-Matrix a € K ist deta = a.

e Die Determinante einer Matrix A € K™*" mit rang A < n ist null nach
Satz 39.3.

39.7 Definition

Essei A = (a;;) € K™™. Die aus einer nxn-Determinante D = det A durch Strei-
chung der i-ten Zeile und j-ten Spalte entstehende (n—1) x (n—1)-Determinante
D;; nennen wir Unterdeterminante von D. Der Ausdruck A;; := (—1)"D;;
heilt algebraisches Komplement des Elements a;; in der Determinante D.
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39.8 Beispiel

39
P e i B e
_2 8 7 A23:(—1)2+3 Doa = —42

Damit konnen wir n X n-Determinanten rekursiv berechnen.

39.9 Satz: Laplace’scher Entwicklungssatz

Der Wert einer n x n-Determinante ergibt sich, indem die Elemente einer beliebi-
gen Zeile (oder Spalte) mit ihren algebraischen Komplementen multipliziert und
die so entstandenen Produkte addiert werden.

Die Entwicklung nach der i-ten Zeile lautet also
det A = Z aiinj .
j=1
Entwickelt man nach der j-ten Spalte, so erhélt man

det A = Z aiinj .
=1

39.10 Beispiel

a) Entwicklung einer 3 x 3-Determinante nach der 2. Zeile:

3 9 1
2

A :_2_’9 1
7

8 7

3 1

’+5"—2 7

5
8

[\)

=—2-(63-8)+5-(21+2) —4-(24+18)
=—2-55+5-23—4-42=—163.

b) Entwicklung nach der 3. Spalte:

3 9 1
2 4:1-‘
7

5
8

[\)



=1-(16410) —4- (24 +18) + 7- (15 — 18)
=1-26—4-4247-(=3) = —163 .

Wie rechnet man mit Determinanten?

39.11 Rechenregeln fiir Determinanten

a) Transposition verdndert den Wert einer Determinante nicht:
det AT =det A .

(Folgt aus dem Laplace’schen Entwicklungssatz, indem man die Entwick-
lung nach Zeilen und Spalten vertauscht.)

b) Aus Satz 39.3 folgt: Sind Spaltenvektoren oder Zeilenvektoren linear abhéngig,
so ist die Determinante 0:

1
4
7

SN
© o w
I
o

¢) Addiert man zu einer Zeile/Spalte das Vielfache einer anderen Zeile/Spalte,
so bleibt die Determinante gleich:

123> 1 2 3
456—1X} =13 3 3
7 8 9 — 6 6 6

d) Vertauscht man zwei Zeilen/zwei Spalten, so édndert die Determinante ihr
Vorzeichen:

w
DN W

1
7| =—
4

I

(N
ol 0 ©
0 ot ©

1
4
7

\)

-2

e) Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalele-

mente:
3 09
0 -7 4:3~(—7)~2:—42.
0 0 2

(Folgt durch rekursives Anwenden des Laplace’schen Entwicklungssatzes.)
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Insbesondere kann man mit dem Gauf-Algorithmus die Matrix auf Drei-
ecksgestalt bringen (unter Beachtung von (d)) und kann dann ihre Deter-
minante bequem berechnen. Fiir grofle n ist dies wesentlich effizienter als
der Laplace’sche Entwicklungssatz.

f) Fiir A, B € K™ gilt

det(A-B) =det A-det B .

g) Folgerung: Falls A invertierbar, so 1 = det(/) = det(4 - A™!) = det A -

det(A™1), also
1

T detA”
h) Vorsicht: Fiir A € K™ und X\ € K gilt

det(A™)

det(AA) = A" det A

(und nicht etwa --- = Adet A, denn det ist linear in jeder Zeile).
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Wozu sind Determinanten niitzlich?

39.12 Bedeutung der Determinanten

a) Mit Determinanten kann man priifen, ob eine Matrix A € K™= invertierbar
ist:
A e K™ ist invertierbar < det A # 0

(vgl. Satz 39.3).

b) Man kann mit ihrer Hilfe lineare Gleichungssysteme losen (fiir numerische
Rechnungen ist dieses Verfahren allerdings zu ineffizient!):

Cramersche Regel: Ist A = (a.1,...,0+,) € GL(n, K) und
b € K", so lisst sich die Losung des linearen Gleichungssystems
Ax = b angeben durch

- det(a*l, ey By(k—1)5 b, Qse(k41)5 - -+ 5 a*n)

- k=1,...,n.
o det A ’ ol
Beispiel: Fiir das System 2 0) (n = —2 erhélt man
1 4 T 6
r
6 4 -8 —30 38
xTq = = ——
2 5 8—5 3
1 4
i
L6 1242 14
2] 3 BER
1 4
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c) |det A ist das Volumen des durch die Spaltenvektoren von A aufgespannten
Parallelepipeds:

0 2

det (3 0,5) ‘ _ |3 -2—-0- 075‘ = ‘6| Parallelogrammﬂéche
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40 Euklidische Vektorridume, Skalarprodukt

40.1 Motivation

Im R? und R? kann das Skalarprodukt zweier Vektoren gebildet werden. Mit
seiner Hilfe lassen sich Léngen von Vektoren bestimmen sowie feststellen, ob
Vektoren senkrecht (orthogonal) zueinander sind; allgemein kénnen auch Winkel
zwischen Vektoren berechnet werden.

Ziel: Wir wollen dieses Konzept auf andere Vektorrdume iiber R ausdehnen
und auch in diesen ein Skalarprodukt bereit stellen, Orthogonalitéit definieren,
Langen und Winkel bestimmen.

40.2 Definition: euklidischer Raum

Es seien u = (uy,...,u,)T und v = (vy,...,v,)T Vektoren im R".

Das euklidische Produkt (euklidische Skalarprodukt) u - v wird definiert

durch
n
U-v = E U;V; .
i=1

Den Vektorraum R™ versehen mit dem euklidischen Produkt bezeichnet man als
n-dimensionalen euklidischen Raum.

40.3 Beispiel

—1 bt
Es sei u = g , U= - . Dann ist
7 0

w-v=(-1)-54+3-(-4)+5-7+7-0=18.
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40.4 Satz: Eigenschaften des euklidischen Produkts
Es seien u,v,w € R" und a € R. Dann gilt:

uv=v-u (Kommutativitit)

)
b) (u+v) - w=u-w+v-w (Additivitit oder Distributivitit)
) (au)-v=a(u-v) (Homogenitét)

)

0
0 genau dann, wenn v =0  (positive Definitheit).

Bemerkungen:
e Die Kommutativitdt des Skalarproduktes bezeichnet man auch als Sym-
metrie.
e Distributivitdt und Homogenitét ergeben zusammen
(au+ Bv) - w = a(u-w)+ B(v-w)
sowie mit der Symmetrie
u- (av+ pw) = a(u-v) + Blu-w)

fiir alle u,v,w € R" und o, € R. Diese Eigenschaften fasst man unter
dem Begriff Bilinearitét zusammen.

Beweis: (a) und (c) folgen unmittelbar aus der Definition.

Zu (b): Es gilt

T T

(u+v) - w=(up+v,....,u,+v,)" - (wWr,...,wy,)

=1

n n
= E Ujw; + E VW5
i=1 i=1

=u-w+v-w.
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Zu(d): Esgilt v-v=0vi+0vi+...+02>0.

Gleichheit gilt genau dann, wenn v; = v, = ... = v, = 0, d.h. wenn v = 0.
O

Bemerkung: Ein Skalarprodukt ist eine symmetrische, positiv definite Bilinear-
form (eine Bilinearform ist eine Multilinearform mit zwei Argumenten). Wie im
vorigen Kapitel gezeigt ist eine Multilinearform vollstéindig durch die Wirkung auf
alle Tupel von Basisvektoren festgelegt. Sei F': R" x R" — R eine symmetrische
Bilinearform d.h. F(u,v) = F(v,u), Yu,v € R", dann gilt fir u,v € R",

n

F(u, U) = F(Zulel, Zvjej) = Z ZuinF(ei, ej)

j=1 i=1 j=1
Die Bilinearform des euklidischen Skalarprodukts erhalten wir also durch die

Wahl
1 L
Fles,e;) — ,  wenn i = j,
0, sonst.

40.5 Definition: euklidische Norm

Es sei u = (uy,...,u,)T € R" ein Vektor. Die euklidische Norm von u ist
definiert durch

lu| == Vu-u=/ul+...+u.

Der euklidische Abstand zweier Vektoren u = (uy, ..., u,)" und v = (vy, ..., v,)"
ist definiert durch

d(u,v) = lu—v] = /(g —v1)2 + ...+ (U, — v,)% .

Auch die Bezeichnung euklidische Metrik wird verwendet.

Bemerkung: Die euklidische Norm misst die Ldinge eines Vektors.
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40.6 Beispiel

Fir u = und v = ist

N g O

lu| =v1+9+4+49 =63 =3V7

d(u,v) =/ (1 =02+ B =72+ (—2—2)2+ (7T —2)?
=V1+16+16+25 =58

40.7 Satz: Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung im IR"

Fiir u,v € R" gilt stets
u-v| < ul - |o] .

Beweis: in der néichsten Vorlesung (in allgemeinerer Form)

40.8 Satz: Eigenschaften der euklidischen Norm

Es seien u,v € R" und a € R. Dann gilt:

a) |uf >

b) [ul=0 = u=

c) lau| = fal |ul

d) |[u+v| <|ul+]v] (Dreiecksungleichung)

Bedeutung der Dreiecksungleichung: Die Summe der Léngen zweier Drei-
ecksseiten ist nie kleiner als die Lange der dritten Dreiecksseite.
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ut+v

Beweis: Die ersten beiden Eigenschaften ergeben sich direkt aus der Definition
der euklidischen Norm und der positiven Definitheit des euklidischen Produktes.

Zu (c): Nach Definition der euklidischen Norm ist

Zu (d): Es ist
lu+v)* = (u+v)- (uitv) (nach Def.)
=t u-v+v-uto? (Distributivitét)
= |ul* +2u-v+ ||
< |ul*+2ul |v| + |v]? (Cauchy-Schwarz)
= (Ju| + o))" .

Wegen der Monotonie der Quadratwurzelfunktion (man beachte, dass beide Sei-
ten der Ungleichung nichtnegativ sind) folgt

lu+v| < |u| + || .

116



40.9 Satz: Eigenschaften des euklidischen Abstandes

Es seien u,v,w € R". Dann gilt:

a) d(u,v) >0

b) du,v) =0 < u=uv

¢) d(u,v) = d(v, u)

d) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v)

Beweis: Alle Eigenschaften ergeben sich als direkte Folgerungen aus Satz 40.8.
O
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40.10 Definition: Orthogonale Vektoren

Zwei Vektoren u,v € R"™ heiflen orthogonal, falls u - v = 0.

-2

Beispiel: Es sei u = , U=

1
(2) . Dann gilt

-1
u-v=-2+64+0-4=0,

u und v sind also orthogonal.

Bemerkung: orthogonal“ = | zueinander senkrecht*

40.11 Satz von Pythagoras im R"

Sind u,v € R" orthogonal, so gilt

lu+v)* = |ul> + o] .

utv
Y Hypotenusenquadrat =

/ Summe der Kathetenquadrate
[ ]
>

Beweis: Es gilt

lu+ o> = (u+v) - (ut+v) =|uf* +2u- v+ v
—0

wegen Orthogonalitit
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2
Beispiel: u = und v = 0 sind orthogonal.

A=

—1

lul’ =44+ 9+1+16 =30

WPP=1444+0+1=6
u+v=(-1,51,3)T
lu+v*=1+25+1+9=236

= [ul* +[of* .

40.12 Interpretation des euklidischen Produktes als Ma-
trixmultiplikation

Es seien u, v € R". Dann kann man das euklidische Produkt u-v als Multiplikation
der 1 x n-Matrix uT mit der n x 1-Matrix v auffassen:

U'U:UTU.

(Zur Erinnerung: Vektoren im R" sind fiir uns stets Spaltenvektoren.)

1 0
Beispiel: Fiir u = _?7) , U= i gilt
4 9
0
T 2
uv=(1,-3,7,4) 1 =0—-6+7+36=37.
9
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41 Funktionalanalytische Verallgemeinerungen

41.1 Motivation

e Die Begriffe des euklidischen Produktes, der Norm und des Abstandes sollen
abstrahiert werden, um sie auch auf andere Rdume iibertragen zu kénnen.

e Dies ist auch fiir Anwendungen wichtig: Zum Beispiel ist in Signal- und
Bildverarbeitung die Fouriertransformation von grofler Bedeutung. Sie be-
ruht auf den in diesem Abschnitt besprochenen Konzepten.

41.2 Definition: inneres Produkt

Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Funktion
(-, ):VxV-=R

heiflt inneres Produkt (Skalarprodukt), wenn fiir alle u,v,w € V und « € R
gilt:

(a) (u,v) = (v, u) (Symmetrie)

(b) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w) (Additivitit)

(c) (o, v) = alu,v) (Homogenitét)

(d) (v,v) >0 (Nichtnegativitit)
(v,v) =0 = wv=0 (positive Definitheit)

Ist dies der Fall, so heifit (V, (-, -)) Skalarproduktraum oder auch Pré-Hilbert-
Raum.

Bemerkungen:

1. Wenn jede Cauchy-Folge aus Elementen von V' (siehe MfI 1, 10.11) gegen ein
Element von V konvergiert, so heifit der Raum V' vollstindig. Ein vollstandi-
ger Pria-Hilbert-Raum heifit Hilbertraum. Eine Folge z,, in einem metri-
schen Raum (&X', d) heifit Cauchy-Folge wenn fiir alle ¢ > 0 IN € IN, so
daf fir alle n,m > N gilt d(z,,d,,) < e. Wie fiir den euklidischen Raum
induziert auch ein allgemeines Skalarprodukt eine Metrik d auf V.

2. Jeder endlichdimensionale Skalarproduktraum ist vollstdndig und daher ein
Hilbertraum.
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3. Der Anlass fiir unsere Beschrinkung auf reelle Vektorrdume liegt in dem
Gebrauch der Ordnungsrelation > fiir die Definition der Nichtnegativitét.
Eine solche Ordnungsrelation existiert nicht fiir endliche Korper oder die
komplexen Zahlen. Trotzdem ist es moglich auch iiber dem Koérper der
komplexen Zahlen ein Skalarprodukt zu definieren indem per Konstruktion
gilt, (v,v) € R, Vv € C".

4. Wie im euklidischen Raum ist das Skalarprodukt iiber IR eine symmetrische,
positiv definite Bilinearform. Ein Skalarprodukt iiber C erfiillt statt der
Symmetrie die Eigenschaft,

(u,v) = (v,u), (hermitesch).

und ist linear im ersten Argument und anti-linear im zweiten Argument,
d.h. (u, A\v) = X {u,v), Vu,v € C*, A € C (es wird auch mit der umgekehr-
ten Definition gearbeitet). Die Eigenschaft der Nichtnegativitit und der
positiven Definitheit sind wie iiber R. Eine solche Funktion C* x C* — C
wird hermitesche, positiv definite Sesquilinearform genannt.

41.3 Beispiele

a) Euklidische Riume

Der n-dimensionale euklidische Raum ist ein Skalarproduktraum. Nach
Satz 40.4 sind alle Eigenschaften von Definition 41.2 erfiillt.

b) Gewichtete euklidische Riume

Fiir Vektoren u = (u1,u3)" und v = (v1,v5)" in R? wird durch
(u,v) 1= 3uqv1 + Hugve

ein Skalarprodukt definiert.

Beweis: Symmetrie: Fiir alle u,v € R? gilt
(u,v) = 3ugv1 + dugvs = (v, u) .
Additivitit: Fiir alle u, v, w € R? gilt

(u+v,w) = 3(uy + v1)wy + 5(ug + v9)ws
= (Buywi + buswsy) + (3vywy + Hvgws)
= (u,w) + (v, w) .
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Homogenitit: Fiir u,v € R?, a € R gilt
(au,v) = 3auv1 + baugvy = alu,v) .
Nichtnegativitit: Fir alle v € R? ist

(v,v) =3 v} +5 vy >0.
— =~

>0 >0

Dabei gilt (v,v) = 0 genau dann, wenn v; = vy = 0 (Nichtdegeneriertheit).
U

c) Polynomriume

Fiir beliebige Polynome

pi= zn:akxk , q:= Z baz®
k=0

vom Grad < n definieren wir

(pq) ==Y arbs .
k=0

Mit diesem Skalarprodukt wird der reelle Vektorraum der Polynome vom
Grad kleiner oder gleich n zu einem Skalarproduktraum.

d) Funktionenraum C|a, b]

Es sei Cla, b] der Vektorraum der auf [a, b] stetigen Funktionen f : [a,b] —
R. Fiir alle f, g € Cla,b] wird mittels

b
(f.g) = / f(2)g(z) da

ein Skalarprodukt definiert, mit dem Cla,b] zum Skalarproduktraum wird.

Lasst sich auch die euklidische Norm verallgemeinern?
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41.4 Definition: Norm

Es sei V ein reeller Vektorraum.

Eine Abbildung || - || : V' — R heifit Norm auf V', wenn fiir alle u,v € V, a € R
gilt

In diesem Fall heifit (V)| - ||) normierter Raum.

Bemerkung: Fin vollstdndiger normierter Raum heifit Banachraum (vgl. Be-
merkung zu Def. 41.2 zum Begriff Vollstédndigkeit).

41.5 Satz: Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung in Skalar-

produktriumen

Es sei (V, (-, -)) ein Skalarproduktraum. Dann gilt
(u,v)* < (u,u) - (v,v)

fiir beliebige u,v € V.

Beweis: Falls u = 0 ist, so sind beide Seiten gleich 0, und die Ungleichung gilt.

Es sei also u # 0. Dann gilt fiir alle x € Rund v € V

0 < (ux + v, ux +v)
= (uz,uz) + (uz,v) + (v, uz) + (v, v)
= (u,u) % + 2(u,v) x + (v,v) .
—— —— ——

=:a =:b =:rc
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Die Parabel ax? + bx + ¢ besitzt also hochstens eine reelle Nullstelle. Fiir ihre

Diskriminante gilt daher
0> b

Daraus folgt die Behauptung.

— 4ac = 4(u,v)?

— 4{u, u){v,v) .

41.6 Satz: Induzierte Norm von Skalarproduktriumen

Jeder Skalarproduktraum (V, (-, -)) wird mit

[o] :=

zum normierten Raum.

Beweis:

Zu (c): Es gilt
lav]| = v/{av, av)

Zu (d): Es ist

||u+vH2 = (u+v,u+v)
= (u,u) + (u,v)
+ (v, u) + (v, v)

2 2
= [[ull” + 2(u, v) + [lv]]

2 2
< lull™ + 2 ffull ffoll + [lo]]

= (flull + [lv)*

124

(v,0)

Die Eigenschaften (a), (b) folgen unmittelbar aus Def. 41.2(d).

nach Def.)

Homogenitét)

(
(
(Symmetrie)
(Homogenitét)
(

Def.)

(Def.)

(Additivitdt, Symmetrie)
(Symmetrie, Def.)
(Cauchy-Schwarz)



41.7 Beispiele

a) Norm einer stetigen Funktion
Cla, b] wird mit
" 1/2

If]l == /(f(x))2 dx fiir alle f € Cla,b]

a

zum normierten Raum.

Beispielsweise hat f(z) = 1/x im Intervall [1,2] die Norm

e T2

b) Gewichtete euklidische Norm
Der Raum R? mit dem Skalarprodukt, das durch

IfIF=

1 1
(u,v) := —ugv1 + —ugvy

9 4

fiir alle u = (up,u)T,v = (v1,v5)T € R? definiert ist, hat die induzierte

Norm
ud  uj
Julli= 5+ 22
9 4
Der Einheitskreis beziiglich dieser Norm (das heiit die Menge aller u € R?
mit ||ul] = 1) ist gegeben durch

2 2
U1y Y
9 4

2 2
Dies ist eine Ellipsengleichung vom Typ u_; + % = 1 mit den Halbachsen
a=3und b=2:

125



-2

Einheitskreise in solchen Normen sind also nicht immer ,rund®.

¢) l,-Norm auf R". Sei u = (uy,...,u,)" € R". Dann wird fiir p > 1 durch

n 1
lull, == (D hul?)”,
i=1

eine Norm definiert. Insbesondere gilt ||u|| = max;—; __, |u;|. Beweis: Ubungs-

.....

aufgabe.

Kann man auch den Begriff des euklidischen Abstands verallgemeinern?

41.8 Definition: Metrik

Es sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung d : V' x V' — R heifit Metrik,
falls fiir alle u,v,w € V die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

In diesem Falle heifit (V,d) metrischer Raum.
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Bemerkung:

e Die obige Einschréankung auf Vektorrdume ist nicht erforderlich, da fiir kei-
ne der Eigenschaften der Metrik d die Vektorraumstruktur verwendet wird.
Jede Menge X mit einer Funktion d : X x X — IR mit den obigen Eigen-
schaften heifit daher metrischer Raum (X, d).

e Fiir vollstdndige metrische Rdume gibt es keinen speziellen Namen.

41.9 Satz: Induzierte Metrik eines normierten Raumes

Jeder normierte Raum (V| -||) ist mit der Metrik
d(u,v) :=||lu—wo| firalle u,v € V

ein metrischer Raum.

Beweis: Folgt direkt durch Vergleich der Definitionen 41.4 und 41.8. 0

41.10 Beispiel: Metrik auf C]la, b]

Fir f,g € Cla,b] wird durch
b 1/2

A(f.g) = / () — g(a))

a

eine Metrik erklart.

Beispielsweise haben f(z) = bz und g(z) = 2o — 1 in der so definierten Metrik
tiber dem Intervall [0, 1] den Abstand

1 1/2

d(f,g) = /(Bx—i- 1)?dz
’ 1/2

/9x +6x+1)dx
0
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/N

; ) N 1/2
[32% + 3 —|—x}0)

&
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42 Orthogonalitit

42.1 Motivation

Im euklidischen Raum ist das euklidische Produkt zweier Vektoren u,v € R"
gleich 0, wenn die Vektoren orthogonal zueinander sind. Fiir beliebige Vektoren
lasst sich sogar der Winkel zwischen ihnen mittels des euklidischen Produktes
bestimmen.

Wir wollen die Begriffe der Orthogonalitit und des Winkels in allgemeinen Préa-
Hilbert-Rédumen formulieren.

Dies fiihrt zu Darstellungen in Orthogonalbasen, die wichtige Anwendungen in
der Informatik haben, z. B. in der geometrischen Datenverarbeitung, in der Bild-
verarbeitung und im Information Retrieval.

42.2 Definition: Orthogonalitét

Essei (V, (-, -)) ein Pra-Hilbert-Raum iiber R. Wir nennen zwei Vektoren u, v €
V orthogonal genau dann, wenn (u,v) = 0 gilt.

42.3 Beispiel

Wir betrachten C[—1, 1] mit dem Skalarprodukt

-1

Die Funktionen u(z) = z und v(z) = 2? sind also orthogonal in C[—1,1].
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Satz 40.11 kann unmittelbar auf Skalarproduktrdaume verallgemeinert werden.

42.4 Satz des Pythagoras in Skalarproduktridumen

Es sei (V, (-, -)) ein Skalarproduktraum iiber R mit der induzierten Norm || - ||.
Sind u,v € V orthogonale Vektoren, so gilt

2 2 2
lw + ol = Jlull” + [lof|” -

Beweis: Es gilt

lu+0l|* = (u 4 0,0+ 0) = (uu) + 2 (u, 0) + (0, 0) = [ful]” + [|o]* .
——

=0

42.5 Beispiel

Nach Beispiel 42.3 sind u(z) = x und v(z) = 2? in C[-1,1] orthogonal. Wir
berechnen
1 1
Ju +v||* = /(m +2%)?dz = /(x2 +22° + 2') dw

-1 -1

1 2
||UH2 = /x4dx: 5x5 =_.

-1

Wie erwartet gilt also ||u 4 v||* = ||lul|* + ||v|*.
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42.6 Satz und Definition: Winkel zwischen Vektoren

Es sei (V, (-, -)) ein Skalarproduktraum iiber R mit der induzierten Norm || - ||.
Fiir zwei Vektoren w,v € V' \ {0} gibt es dann stets eine eindeutig bestimmte
Zahl ¥ € [0, 7] mit

{u,v)
[l (ol

cost =

Wir bezeichnen 9 als den Winkel zwischen « und v.

Beweis zum Satz:

1. Nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (Satz 41.5) ist stets

(u, v)

<1
[l 1o

— Y

der Quotient liegt also tatsdchlich im Wertebereich der Kosinusfunktion.

2. Die Kosinusfunktion eingeschriankt auf das Intervall [0, 7] ist eine bijektive
Abbildung von [0, 7] auf [—1,1]. Das sichert die Eindeutigkeit von ¢ im
angegebenen Intervall. O

Bemerkung: Fiir orthogonale Vektoren u,v € V' \ {0} findet man cosd = 0,
also ¥ = 5 (= 90°).

42.7 Beispiele

a) Euklidischer Raum R*:
Fiir die Vektoren u = (4,3,1,—2)T und v = (=2,1,2,3)" findet man
(u,v) =—-8+3+2—-6=-9
lul = V16 +9+1+4=+30
W =vVA+1+4+9=18

u-vo -9
lul [v]  V/30V/18
= Y~1968 (=112.8°).

= cost =

~ —0,3873
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b) Funktionenraum C[—1, 1] mit Skalarprodukt wie in 42.3:
Fiir die Funktionen u(z) = z und v(x) = 2® findet man

= cost = = ~ 0,9165

Oftmals ist es in Skalarproduktraumen sinnvoll, Basen zu wahlen, deren Elemente
paarweise orthogonal sind. Dies ergibt sich vor allem aus der Einfachheit der
Koeffizientenbestimmung im Gegensatz zu einer allgemeinen Basis.

Beispielsweise besteht im euklidischen Raum R? die Standardbasis

1 0 0
Y 1 )
0 0 1

aus drei paarweise orthogonalen Vektoren, die auflerdem sémtlich die Norm 1
haben.

42.8 Definition: Orthogonalbasis

In einem Skalarproduktraum heifit eine Menge von Vektoren orthogonale Men-
ge, wenn ihre Elemente paarweise orthogonal sind. Haben die Elemente einer
orthogonalen Menge aulerdem die (induzierte) Norm 1, so spricht man von einer
orthonormalen Menge.

Ist eine Basis eines Skalarproduktraumes eine orthogonale [orthonormale] Menge,
so heifit sie Orthogonalbasis (OB) [Orthonormalbasis (ONB)].
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42.9 Beispiel

Die Vektoren u; := (0,1,0)%, up := (1,0, 1), u3 := (1,0, —1)" bilden eine ortho-
gonale Menge im euklidischen Raum R?, denn es gilt u - us = uq-u3 = ug-us = 0.

Sie bilden jedoch keine orthonormale Menge: Zwar ist |u;| = 1, aber |ug| = |ug| =

V2.

Um eine orthonormale Menge {v;, v9, v3} zu erhalten, muss man durch die eukli-
dischen Normen dividieren:

1/v2 y 1/v2

0
|u2| _1/\/5

Uy U2
mi=—=111, Vg 1= —— =

Tl T o
Uq U9 1/\/5

42.10 Satz: Koordinatendarstellung in einer Orthonormal-
basis

Es sei S := {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis eines endlichdimensionalen Ska-
larproduktraums (V, (-, -)) iiber R. Dann gilt fiir jeden Vektor u € V/

u= (u,v1) vy + ...+ (U, v,) v, .

Beweis: Da S Basis ist, gibt es aq,...,a, € R mit u = ) o;v;. Daraus folgt
i=1
fir jedes k=1,...,n

n n
(u, vy = <Z aivi,vk> = Zai (i, vg) .
i=1 i=1

0 fallsi#k
Wegen (v;, vy) = alls ¢ 7 folgt daraus
1 fallsi=Fk
(u,vp) =y flirk=1,...,n.
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42.11 Beispiel

Die Vektoren v; = (0,1,0)T, v, = (—=%,0,2)", v3 = (£,0,—2)" bilden eine

Orthonormalbasis des euklidischen Raumes R3.

Um v = (1,2,7)T als Linearkombination von vy, v,, v3 zu schreiben, berechnet

man
u-v =2
4+7 3 17
U Vy = —— =
2 5 5 5
3+7 4 31
wsTy 55
und erhalt damit
4 3
1 17 ([ 5 31 (5
2| =2(1]+=(0]+=10
7 5 5

42.12 Satz: Koordinatendarstellung in einer Orthogonal-

basis
Es sei S :={v1,...,v,} eine Orthogonalbasis eines endlichdimensionalen Skalar-
produktraumes (V, (-, -)) iiber R. Dann gilt fiir jeden Vektor u € V
— <u>'U12>,U1 o+ <U, Un2> Uy -
ol [[onl

Beweis: Aus der Orthogonalbasis S erhélt man durch Normierung (d. h. indem
alle Basisvektoren durch ihre jeweiligen Normen dividiert werden) die Orthonor-

5= { e
[[on] [on]]
Nach Satz 42.10 gilt dann

u:<u, U1 > o +...+<u, Un > Un
[od]l /- [loa ] [onll / [|vnl]

u, v u, v
:<’12>v1+...+<’"2>vn.
o [[vn|

malbasis

134



Bemerkung: Unter Zusatzvoraussetzungen gelten dhnliche Aussagen auch in
unendlichdimensionalen Skalarproduktriumen.

Um die Basiseigenschaft einer Menge von Vektoren in einem Skalarproduktraum
nachzuweisen, muss unter anderem ihre lineare Unabhéngigkeit untersucht wer-
den. Beim Nachweis der Eigenschaft als Orthogonal- oder Orthonormalbasis ver-
einfacht sich dieser Schritt durch den folgenden Satz.

42.13 Satz: Lineare Unabhingigkeit orthogonaler Men-
gen

Eine orthogonale Menge S := {vy,...,v,} aus von 0 verschiedenen Elementen
eines Skalarproduktraumes ist linear unabhéngig.

Beweis: Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit miissen wir zeigen, dass
aus »_ o;v; = 0 stets a; = 0 fiir 1 = 1,..., n folgt.
i=1

Wir nehmen also an, dass Y «;v; = 0 gilt. Dann ergibt sich fiir jedes vy, k =
i=1
1,....n

n n
0= <Z aivi,vk> = i (vi,ve) = o [loxl®
i=1 i=1

da (v;,v) = 0 fiir i # k gilt. Wegen v, # 0 und daher |Jvg|| # 0 folgt oy = 0 fiir
jedes k. U

42.14 Beispiele

a) Aus Beispiel 42.9 wissen wir, dass
0\ [1/v2 1/v2
1], 0 , 0
0 1/v2 —1/V/2

eine orthonormale Menge im euklidischen Raum IR? ist. Nach Satz 42.13
ist sie linear unabhingig. Da die Menge aus drei Vektoren besteht und R?
die Dimension 3 besitzt, liegt eine Orthonormalbasis vor.
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b) Im Raum C[—1, 1] aus Beispiel 42.3 (mit dem dort angegebenen Skalarpro-
dukt) betrachten wir den Unterraum aller quadratischen Polynome

{az* +bx +c | a,b,c € R} .

Die Polynome

pl::]-a P2 ‘=T, py =T — =

bilden darin eine Orthogonalbasis: Zunéchst gilt

1

AL
(p1,p2) = /xdx = [—$2} =0
2 1,

-1

1
1 1 11!
<p17p3>:/<362—§> dr = [gl’g—gw]_IIO—O:O

-1

1
(D2, p3) = <£E,:L"2> ~3 (x,1) =0,
—— ~——
=0 (42.3) =(p2,p1)=0
die drei Funktionen sind also paarweise orthogonal. Nach Satz 42.13 sind

sie linear unabhéngig, und da der Raum der quadratischen Polynome die
Dimension 3 besitzt, wird er von {p;, ps, p3} auch erzeugt.

Um Satz 42.12 anwenden zu konnen, berechnen wir noch

1

Pl = (o1, p1) :/mx:g

-1
1

1.0° 2
||p2||2 = (Pz,p2> = /:)32 dox = {—gﬁ} ———
-1

-1

1
2 1 1 2 11 8
||]93||2 = <P37p3> = / <$4 — Z2t 4 —) dz = [—x5 St —;L’:| =
-1

Ist nun beispielsweise ¢ = 22 + 22 + 1 gegeben, so berechnen wir

w| oo

1 1
-1
-1
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1
1 2 1,1 4
— 3 22 d — _4 _3 _2 - =
(q,p2) /(:c + 22" + x)dx 4:6 —|—3:c —|—2:c 73

-1
1
2., 2 1
(¢:p3) = / <:c4 +22% + §x2 — g §> dz
-1

i 1, 2, 1, 1] 8
—{517 +2x +9x 3:)3 317 »

Einsetzen in die Gleichung aus Satz 42.12 ergibt die Darstellung

83 A8

q 5 p1+2/3p2+8/—45p3

4
=3P + 2p2 + p3 .
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Die orthogonale Projektion auf einen Unterraum ist eine eminent wichtige Ope-
ration in Skalarprodutkriaumen.

42.15 Satz: Orthogonale Projektion auf Unterrdume

Es sei (V, (-, -)) ein Skalarproduktraum. Weiter sei u € V', und W sei ein end-
lichdimensionaler Unterraum von V' mit der Orthogonalbasis (v, ..., vy,).

Dann beschreibt

. & U, U;
projuz=3" %

w = v

eine orthogonale Projektion von u auf W, d.h. es gilt proju € W und
1%

<u — proj u,w> =0 fiir alle w € W.
w

! W
0 proj U‘
W
Bemerkung: Ist (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis, gilt

n

proju = u, V;) U; .
roj > (u, )

i=1
Beweis: Wir beweisen den Satz fiir eine ONB (vy,...,v,) von W,

e projyu € Wda (vq,...,v,) Basis von W.

e Da sowohl proju als auch w in W liegen, kénnen wir sie in der ONB von
w

W darstellen,

<u = proju. w> = <u — zn: (u, vi) vy, Zn: (w, vy) Uy’>

i=1 Jj=1
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n n n

= <w’ Uj> <u>vj> - Z Z <ua Ui> <w’ Uj> <Ui’ Uj)

Jj=1 i=1 j=1

n n

(w,05) (,v3) = 32 3 ) (w,07) = 0,

1 i=1 j=1

|

J

wobei in der zweiten Gleichung die Linearitdt des Skalarprodukts in bei-
den Argumenten ausgeniitzt haben und in der dritten Gleichung die ONB-
Eigenenschaft der Basis (vq,...,v,), d.h. (v;,v;) = 0 wenn ¢ # j und
<UZ', 'Ui> =1.

Ist die Orthogonalprojektion eindeutig?

42.16 Definition: orthogonales Komplement

Es sei W ein Unterraum eines Skalarproduktraums (V, (-, -)). Dann wird
WH={veV| (v,w)=0 Ywe W}

als orthogonales Komplement von W bezeichnet.

42.17 Satz: Projektionssatz
Es sei W ein endlichdimensionaler Unterraum eines Skalarproduktraums (V, (-, -)).
Dann besitzt jedes v € V eine eindeutige Darstellung

V= W1 + Wo

mit wy; € W und wy € W,

Beweis: Die Existenz einer solchen Zerlegung folgt aus den Eigenschaften der
orthogonalen Projektion: v = v — projv + projv
w W

—_—— =
ewt cew

Es seien wy, w] € W und wy, wy € W+ mit

/ /
w1+ Wy = wW; +wy =V .
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Daraus folgt w; — w] = w) — wy. Da Unterrdume abgeschlossen beziiglich der
Vektorraumoperationen sind, folgt wy — w] € W. Wir erhalten

lwy —wn|* = (wh — wa, wh — wn) = <wé — Wy, W1 — w’1> =0,
—_—— ——

ewd ew

nach der Definition des orthogonalen Komplements. Damit gilt w) — wy = wy —
w) =0, also wy = w) und wy = wy. O

Die Hauptanwendung der orthogonalen Projektion ergibt sich aus dem folgenden
Approximationssatz.

42.18 Satz: Approximationssatz

Es sei (V, (-, -)) ein Skalarproduktraum mit der induzierten Norm || - || und W
ein endlichdimensionaler Unterraum. Zu jedem v € V ist dann projv die beste
w

Approximation von v in W, d.h.

v—oproju|| < |lv —w| fir alle w € W mit w # projv.
W w

Beweis: Es gilt

lo —wlf* = o~ Proju + projuw — wl|”

EV;L ew
2 2
= |lv — projv|| + ||projw —w (Satz des Pythagoras)
W w
2
> |lv — projv
w
Gleichheit gilt genau dann, wenn w = proj v. U
w
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42.19 Beispiel

Wir betrachten V = C' [0 ”} mit dem Skalarprodukt

)

Wir wollen die Gerade bestimmen, die die Funktion u(z) = sinz im Intervall
[0, g} bestmoglich (beziiglich der induzierten Norm) approximiert.

Dazu sei W := span{l, z} der Unterraum aller Geraden (v; = 1, v = z).

Wir suchen proju = Ajv; + Agvg mit
W

0= (u— Aoy — Avg,v) fiir k=1,2.
In unserem Fall haben wir

0= (sinz — Ay — Aoz, 1)
0

= (sinx — A\; — dom, )

woraus sich das folgende lineare Gleichungssystem fiir die Unbekannten A\; und
Ay ergibt:

(1,1) \y + (z, 1) Ay = (sinz, 1)
(1, 2) My + (z,2) Ay = (sinzx, x) .

Mit

w/2



w/2

w/2

(sinz,z) = /xsinxdx: [—xcosx]g/2+/cosxdx

0 0
:—g~0+0-1+[sinx]g/2:1

(e 7)) = ()

—3 4 —
T 2x001, N=24.—T

™ ™

lautet dieses System

Es besitzt die Losung

)\1:8'

~ 0,66 .

sin X

Bestapproximation
f(X)= A+ Ax

Nach Satz 42.13 sind orthogonale Mengen linear unabhéngig. Kann man umge-

kehrt aus einer linear unabhéngigen Menge eine orthogonale Menge konstruieren
?

42.20 Orthogonalisierungsalgorithmus von Gram und Schmidt

Gegeben:

e Skalarproduktraum (V, (-, -))

e Basis {uy,...,u,} fir V
Gesucht: Orthonormalbasis {vy,...,v,} von V
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Schritt 1: vy := 4

Schritt k: e Definiere Wy._; = span(vy, ..., vx_1) = span(uq, . .., ux_1).
[ J
k—1
V), = Uj — Proj uy = uj — Z (ug, v;) v;.
Wi i=1
Vg
v = ——.
[0
Wir bemerken, dafl v, eine Linearkombination von vy, ..., vx_1 und uy ist.
Darauf folgt per Induktion, daf§ span(vy,...,vx_1) = span(uq,...,ux_1).
Es gilt v, € W;- | mit den Eigenschaften der orthogonalen Projektion und
damit (v, v;) = 0 fiir i = 1,...,k — 1. und v}, # 0, da ansonsten u; eine
Linearkombination von wuq, . .., ux_; wire, was der linearen Unabhéngigkeit
von (uy,...,u,) widerspricht. Zusatzlich gilt ||vg| = 1.

In der Praxis verwendet man die obige Form des Gram-Schmidt Verfahrens nicht,
da sich fiir groes n Rundungsfehler anhdufen und dazu fiiren, dafl die Basisvek-
toren nicht mehr orthogonal sind.

Das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren liefert einen konstruktiven Be-
weis des folgenden Satzes.

42.21 Satz: Existenz einer Orthogonalbasis

Jeder endlichdimensionale Skalarproduktraum besitzt eine Orthogonalbasis.

Bemerkung: Eine Orthonormalbasis erhdlt man durch Normierung.

42.22 Beispiel

Wir wollen aus

0
Uy = 1 ,  Ug = 1 , Uz = 0
1
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mittels des Gram-Schmidt-Algorithmus eine Orthogonalbasis des euklidischen
Raums R? konstruieren. Anschliefend soll eine Orthonormalbasis konstruiert

werden.

1
V1 = Uy = 1
1
Vg = U2 — <U2’U;>Ul
ol
5 (1 —-2/3
1 1/3
Vs = Ug — <U3>U;>U1 _ <U3,U§>U2
[[on]] vl
0 (! 13 —2/3
1 1 1/3
0 1/3 —-1/3 0
=0 -1/3) - 1/6 | = —-1/2
1 1/3 1/6 1/2

{vy,v9,v3} ist die gesuchte Orthogonalbasis des IR,

Die entsprechende Orthonormalbasis {wy, ws, w3} lautet

U1

1

w1 = = 1
forl = V3 |}

%

w3

V2

el

vl

) —2/3 L (2
NGE };g A
1 0 1 0
e\ ) e
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43 Fourierreihen

43.1 Motivation

Ahnlich wie eine Taylorreihe (vgl. MfI 1, Kap. 20) eine Funktion durch ein Poly-
nom approximiert, wollen wir eine Funktion durch ein trigonometrisches Polynom
annahern.

Hierzu verwenden wir den Approximationssatz 42.18.

43.2 Fourierbasis

Gegeben sei der Vektorraum V' = C10, 27] mit dem Skalarprodukt

und der induzierten Norm ||u|| := \/(u, u).

Wir betrachten den endlichdimensionalen Unterraum
W := span{1, cos z, cos(2x), . .., cos(nz),sinz,sin(2z), ..., sin(nx)} .

Die Elemente von W nennen wir trigonometrische Polynome vom Grad
< n.

Satz: Das System
{1, cosx, cos(2x), ..., cos(nx),sin x,sin(2x), .. ., sin(nz) }

ist eine Orthogonalbasis von W.

Beweis: Nach Definition erzeugt das angegebene System W'; zu zeigen ist daher
die Orthogonalitét (aus der die lineare Unabhéngigkeit folgt).
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Es gilt fiir [,m > 0

2

3

(1, cos(mx) / cos(ma)
0

(1,sin(mz)) = sm(mx) dez =0

o\

(sin(lx), cos(mzx)) = /sin(lx) cos(mz) dx

0
21 2

- %/sin((l +m)z)dz + % /Sin((l —m)x)dx

0

_ [2” 1 COS((ern)I)} 2ﬂ+ {?de,

+m) 0 [2(Tlm) cos((l

o

(cos(lx), cos(mzx)) = /cos(lzz) cos(mz) dx

0
21 2

— 5 [ st mia)da 5 [ cos((t = m)a) ds

0

_ [ﬁsm((um)x)rl {é[fldx’

o

0

(sin(lx), sin(mx)) = /sin(lz) sin(mx) dz

0

= —%/COS((Z"‘m)LU) dx—l—%/cos((l—m)x) dx
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Berechnet man noch
27

<1,1):/1dx:27r,
0

so kennt man auch schon die Nenner fiir die Anwendung von Satz 42.15 (im
Orthogonalbasis-Fall).

43.3 Fourierkoeffizienten

Vektorrdume V und W C V wie oben; zur Abkiirzung setzen wir

vo =1, V1 1= COST , vy :=cos(2x), ... vy, = cos(nz)

Upy1 = sInx , Upa1 = sin(2z) | ... Vg :=sin(nx) .

Problemstellung: Es sei eine Funktion u € V' gegeben. Gesucht sind die Ko-
effizienten
a())ala"')an)bl?"'abna

fiir die das trigonometrische Polynom

f(z) = % + Z (a cos(kx) + by sin(kz))

die beste Approximation an u(z) beziiglich der induzierten Norm || - | ist (,,Ap-
proximation im quadratischen Mittel®).

Diese Koeffizienten heiflen Fourierkoeffizienten.
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Losung: Nach Satz 42.18 ist die Approximation im quadratischen Mittel durch
die Orthogonalprojektion
f=rproju
w
gegeben.

Mit der Orthogonalbasis fiir W nach Satz 43.2 haben wir

w el | Y|
= 2i (u, 1) + Y  — ({u, cos(kx)) cos(kx) + (u,sin(kz)) sin(kz))
und damit
ao—l(u,1> :%/u(x)dz,
. 2
ar = — (u, cos(kx))y = - u(z) cos(kx) dx |

u(x)sin(kzx) dx | k=1,...,n.

43.4 Beispiel

Die Funktion u(x) = x soll auf [0, 27] im quadratischen Mittel durch ein trigono-
metrisches Polynom vom Grad < n approximiert werden.

1 27 1 927
aoz—/xdx:—[x—} =27
T Tz,
0
21
1
ak:—/xcos(k:x)dx
T
0
2T
([fomte)] "~ [ poingeayd
= —| [=sin — [ —sin
—{|z3 :)5_0 - sin(kz) do
-0 0
1{1 1°"
=— |—=cos(kx)| =0 (k>1)
T | k? 0




1 20 1[1 . 2m
[ M {ﬁ Sm(m)]o

2

’ (k>1)

Das trigonometrische Approximationspolynom lautet also

falz)=m—2 (sinx +

sin(2z) N sin(3z) P sin(na?)) .

3 o .
2T f3
f2
f1
TU
fO
0 |
0 T
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43.5 Definition: Fourierreihe

Léasst man den Grad des trigonometrischen Approximationspolynoms gegen oo
streben, so entsteht die Reihe

= % + ; ay cos(kx) + by sin(kx))
mit
2
ak:%/u(x)cos(k‘x)dz, k=0,1,...,
0
2

1
bk:—/u(x)sin(kx)dx, kE=1,2,...
T

0

Sie heifit Fourierreihe von u.

Bemerkung: Falls u differenzierbar ist und «(0) = u(27),«'(0) = «/(27) gilt,
so kann man zeigen, dass die Fourierreihe punktweise gegen u konvergiert. (Das
heiflt, es gibt fiir jede Stelle z € [0, 27] und jede Fehlerschranke € > 0 ein ng(z, €)
derart, dass |u(z) — fu(x)| < € fiir n > ng(z, ) gilt.)

Besitzt u Sprungstellen, so zeigen die Fourierpolynome an den Sprungstellen aus-
gepriigtes Uber- und Unterschwingen (Gibbs-Phinomen).

43.6 Praktische Bedeutung

e Fourierreihen sind unentbehrlich in der Signalverarbeitung.

e Die Fourierkoeffizienten eines Signals geben die Anteile der einzelnen Fre-
quenzen an:

ay, by mit kleinem k entsprechen niedrigen Frequenzen
ay, by mit groffem k entsprechen hohen Frequenzen

o Filterentwurf durch Spezifikation im Frequenzbereich:

1. Tiefpassfilter:
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— dampfen hohe Frequenzen

— zur Elimination von Rauschen (das i. A. hochfrequent ist)

2. Hochpassfilter:

— dampfen tiefe Frequenzen (wie Brumm- oder Rumpelgeridusche)

3. Bandpassfilter:

— lassen nur vorgegebenen Frequenzbereich passieren (z. B. mittlere
Frequenzen zur Sprachiibertragung)

e Ahnliche Rolle in der Bildverarbeitung:

— Grauwertbilder sind 2D-Signale
— Niedrige Frequenzen entsprechen groffiraumigen Bildstrukturen
— Hohe Frequenzen verkorpern kleinskalige Details
e Signale und Bilder liegen meist diskret (abgetastet, ,gesampelt“) vor. Dann

verwendet man eine diskrete Fouriertransformation, die Integrale durch
Summen ersetzt.

e Es existieren sehr schnelle Algorithmen zur diskreten Fouriertransformati-
on, die ein Signal mit N Werten mit einer Komplexitidt von O(N log V) in
seine Frequenzanteile zerlegen (fast Fourier transform (FFT))

43.7 Aktuelle Weiterentwicklung: Wavelets

e Verwenden Basisfunktionen, die nicht nur in der Frequenz, sondern auch
im Ort lokalisiert sind.

e Derzeit effizienteste Verfahren zur Signal- und Bildkompression (in JPEG2000-
und neuen MPEG-Standards): Viele der Waveletkoeffizienten sind sehr klein
und konnen weggelassen werden, ohne dass es aufféllt.

e Hocheffiziente Algorithmen mit O(/N)-Komplexitit.
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44 Orthogonale Matrizen

44.1 Motivation

Im euklidischen Raum IR" haben wir gesehen, dass Orthonormalbasen zu beson-
ders einfachen und schénen Beschreibungen fiihren.

Wir wollen das Konzept der Orthonormalitéit auf Matrizen erweitern. Dies fiihrt
auf die wichtige Klasse von orthogonalen Matrizen, die eine Reihe niitzlicher
Eigenschaften aufweisen. Unter Anderem lassen sich mit ihnen Drehungen und
Spiegelungen beschreiben.

44.2 Definition: Orthogonale Matrizen

Besitzt eine Matrix @ € IR"*" orthonormale Spaltenvektoren ¢.i, ..., ¢.,, so wird
sie als orthogonale Matrix bezeichnet.

Man definiert ferner

O(n) :={Q € R"" | Q orthogonal} .

Bemerkungen:
1. Eine prézisere Bezeichnung wére ,,orthonormale Matrix® — hat sich aber nicht
durchgesetzt.

2. Die Spaltenvektoren einer orthogonalen Matrix bilden eine Orthonormalbasis
des euklidischen Raumes R".

Im Beweis verwenden wir die zwei folgenden Resulate:

44.3 Lemma

Sei A € R™™ und v € R",v € R™. Dann gilt
(u, Avy = <ATu,v>,

wobei (-, -) das euklidische Skalarprodukt ist.
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Beweis: Mit A = (a;;) ergibt sich das Matrix-Vektor-Produkt Av in Kompo-

nenten: (Av); = Y 7", a;v;. Damit ergibt sich das euklidische Skalarprodukt als:

(u, Avy = iui(Av),- = i iuiaijvj = i i aﬁ-uivj = i(ATu)jvj = <ATu,v> )
i=1

i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

44.4 Lemma: Polarisierungsgleichung

Sei (V. (-, -)) ein reeller Skalarproduktraum. Dann gilt fiir alle u,v € V/,

Beweis: Ubungsaufgabe.

44.5 Satz: Eigenschaften orthogonaler Matrizen

Die folgenden Aussagen sind fiir Matrizen Q € R™™" dquivalent:

a) @ € O(n).
b) @ ist invertierbar, und es ist
Q—l — QT ]

¢) Multiplikation von Vektoren mit ) erhélt das euklidische Produkt zwischen
Vektoren:
(Qu) - (Qv) =u-v fiir alle u,v € R"™.

d) Multiplikation von Vektoren mit ) erhilt die euklidische Norm:
|Qu| = |v| fiir alle v € R™.

Man nennt daher ) auch Isometrie (lingenerhaltende Abbildung).
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Beweis:

e (a)=(b): Da die Spaltenvektoren einer orthogonalen Matrix @ € R™" ein
Orthonormalsystem bilden, sind sie nach Satz 42.13 auch linear unabhéngig.
Damit hat @) den Rang n, ist also invertierbar.

Es sei A = (a;;) = Q7Q. Dann gilt:
- L, ©1=7,
Qij = Akiqk; = Qi ~ Qxj =
’ ; ’ ’ {0 , sonst.

Also ist QTQ = 1I.
Wegen der Invertierbarkeit von @ und 36.9 ist damit QT = Q.

e (b)=(c): Fur alle u,v € R" gilt fiir das euklidische Skalarprodukt (-, -},
(Qu,Qu) = <U, Q"'Q U> = (u,v).
=1
e (c)=(d): Fir alle u € R" gilt,

1Qul* = (Qu, Qu) = (u,u) = [|u]]*.

e (d)=-(a): Der i-te Spaltenvektor ¢; der Matrix @ ist gegeben durch ¢; = Qe;,
wobei e; der i-te kanonische Basisvektor ist. Mittels der Polarisierungsglei-
chung aus Lemma 44.4 erhalten wir,

(0007) = {Qes, Qe = [ 1Q0e: + ) P = 1Q(ei — )

1 [ 2 9 1, wenn i =j,
= |+ el = lles — 51| =
4 ’ ’ 0, sonst.

Daher sind die Spaltenvektoren (g1, ..., q,) der Matrix @ orthonormal und
damit ist () eine orthogonale Matrix.

U

Bemerkung: Ist Q € R™" eine orthogonale Matrix, dann ist auch die transpo-
nierte Matrix Q7 orthogonal, denn es gilt fiir alle u,v € R",

<QTu, QTU> = <u, QQT’U> = (u,v).
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44.6 Beispiele

a) Rotationen kénnen durch orthogonale Matrizen beschrieben werden:
cosa —sina
9= (ne o)
sina  cosa
beschreibt eine Drehung um den Winkel a, vgl. 35.6(e).

QT =0 = < cos a sina)

—sina  cos«

entspricht der Drehung um —a.

Es gilt
det Q = cos® a +sin*a = 1.

b) Es gibt auch orthogonale Matrizen, die keine Drehungen beschreiben, z. B.

o= (1 1)

() vertauscht die z- und y-Komponente

und stellt damit eine Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. Qua-
dranten dar.

Hier gilt
detQ@Q=0—-1=—-1.

Kann die Determinante orthogonaler Matrizen andere Werte als -1 annehmen?
Nein!

44.7 Satz: Determinante orthogonaler Matrizen

Fiir jedes @ € O(n) gilt |det Q] = 1.
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Beweis: Aus QQT = I folgt
1 =det]=det(QR") = det Q- det QT = (det Q)*.

O

Orthogonale Matrizen Q mit det Q = 1 werden noch einmal besonders ausge-
zeichnet.

44.8 Definition

Man definiert

SO(n):=07"(n) :={Q € O(n) | detQ =1} .

44.9 Satz: Gruppeneigenschaft von O(n) und SO(n)

O(n) und SO(n) sind Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe GL(n, R)
(vel. 35.12).

Man nennt O(n) die orthogonale Gruppe und SO(n) die spezielle orthogo-
nale Gruppe.

Beweis: Ubungsaufgabe

Bemerkung: Eine Matrix aus O(n) beschreibt eine orthogonale Transformati-
on des euklidischen Raumes IR", d.i. eine ,starre“ Transformation des R", die
den Ursprung 0 fest ldsst.

Matrizen aus SO(n) entsprechen dabei orientierungserhaltenden Transformatio-
nen. (Diese lassen in R? z.B. den Umlaufsinn unveréndert, in R? die ,Héndig-
keit* eines Tripels von Vektoren oder den Drehsinn einer Schraube, einer Spirale
etc. Entsprechende Konzepte von Orientierung lassen sich auch in héheren Di-
mensionen einfiithren.) Es handelt sich um ,echte Bewegungen*, die eine stetige
Uberfithrung des Anfangs- in den Endzustand ermdglichen. Das sind beliebige
Drehungen um 0 im R".
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Eine Matrix aus O ~(n) := O(n) \ SO(n) verkorpert hingegen stets eine ori-
entierungsumkehrende Transformation, d.h. eine Drehung verkniipft mit einer
Spiegelung. (Nur im IR? reicht eine Spiegelung alleine aus.)

Wo treten orthogonale Matrizen noch auf? Der Wechsel zwischen Orthogonalba-
sen ist besonders einfach, da er durch eine orthogonale Matrix erzeugt wird.

44.10 Wechsel zwischen Orthonormalbasen

Seien B = (uy,...,u,) und C' = (vy,...,v,) zwei Orthonormalbasen des R". In
der Ubergangs-Matrix (I)§ = (s;;), die die Koordinatendarstellung beziiglich der
Basis B in die Koordinatendarstellung beziiglich der Basis C' iiberfiihrt, stehen
als Spaltenvektoren die Bilder Basisvektoren von C' beziiglich der Basis C' d.h.

n
U; = E Sjivj-
j=1

Die Koeffizienten s;; erhalten wir fiir eine ONB besonders einfach, denn

firi=1,...,n

Sji = (U5, ug) -

Die Vektoren der ONB B und C' sind orthonormal und daher,

. . n n
1, wenn i =7,
= <ui7uj> = E SkiVk, E S15U1
0, sonst. Pt =1
n n
= 5 5 SkiSlj <Ukavl>

k=1 i=1
n

= E SkiSkj
k=1

und daher sind die Spaltenvektoren s.; und s.; der Matrix (I)$ orthonormal und
daher ist (1) eine orthogonale Matrix.

Die Umkehrtransformation (I)5 ist die inverse Matrix und daher in diesem Fall

T
einfach gegeben durch (1) = ((I)g) :

Bemerkungen:
1. Umgekehrt beschreibt bei gegebener Orthonormalbasis {v1, ..., v,} jede ortho-
gonale Matrix ) den Wechsel zu einer anderen Orthonormalbasis {wy, ..., w,}.
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2. Drehungen oder allgemeiner Orthogonaltransformationen der Vektoren im R"
in einer festen Basis und Basiswechsel stehen in einem engen Zusammenhang:

Eine Drehung/Transformation der Basis um eine Matrix ) unter Beibehaltung
der Vektoren entspricht einer Drehung/Transformation der Vektoren um Q=1 =
QT unter Beibehaltung der Basis.

Beispielsweise dreht in R? die Matrix
R <Cf)SOé — sina)
sina  cosa
die Vektoren beziiglich einer festen Basis um «, vgl. 35.6(e), 44.6(a).

Fiir eine Drehung der Basis um « erhélt man dagegen Folgendes: Wahlen wir fiir
die erste Basis die Standardbasisvektoren v; = (1,0)T, vy = (0,1)T, so lauten die
Vektoren der gedrehten Basis w; = (cos a, sina)T, wy = (—sina,cosa), und es
ergibt sich

o= (" wi — v‘ U‘ [ cosa sina) (1 0
C\— wl — |1 |2 ~ \—sina cosa/ \0 1

_ cosa Sin o _ pt
—sina  cos o
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45 Eigenwerte und Eigenvektoren

45.1 Motivation

e Eigenvektor- bzw. Eigenwertprobleme sind wichtig in vielen Gebieten wie
Physik, Elektrotechnik, Maschinenbau, Statik, Biologie, Informatik, Wirt-
schaftswissenschaften. Eigenvektoren/Eigenwerte beschreiben oft besondere
Zusténde von Systemen.

e Ist v € R" ein Vektor und A € R™" eine quadratische Matrix, so liegen
die Vektoren v und Av beide in R". Man kann daher sinnvoll nach ihrer

gegenseitigen Lage fragen. Normalerweise sind v und Av nicht parallel.
v

Av
Gibt es ausgezeichnete Richtungen v, fiir die Av ein skalares Vielfaches von
v ist, also
Av= X
gilt?
Av
\Y)

e Beispiel zur Anwendung: Schwingungsfahige Systeme besitzen bevorzugte
Frequenzen — Resonanzfrequenzen — , die durch Eigenvektoren beschrieben
werden konnen (vgl. Fourierbasen/Fourierreihen, Kap 43).

— Erwiinscht: Musikinstrumente

— Unerwiinscht: Eigenschwingungen von Bauwerken.
Hier konnen so genannte ,, Resonanzkatastrophen® bis zur Zerstérung
fithren: Die Briicke von Angers soll 1850 durch den Gleichschritt dariiber
marschierender Soldaten zum Einsturz gebracht worden sein. Die Hange-
briicke iiber die Tacoma Narrows stiirzte 1940 ein, nachdem sie durch
den Wind zu immer stédrkeren Schwingungen angeregt wurde.
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45.2 Definition: Eigenwert, Eigenvektor

Es sei A € K™, Dann heif3t ein von 0 verschiedener Vektor v € K™ Eigenvek-
tor von A, wenn es ein A € K gibt mit

Av =M.

Der Skalar A heifit dann Eigenwert von A.

Bemerkung: Wir werden nur auf K = R und K = C néher eingehen.

45.3 Beispiel

1
Der Vektor v = ( 2) € R? ist ein Eigenvektor von A = (2 (1)), denn

IO R HE

Der zugehorige Eigenwert ist 3.

Wie kann man Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen?

45.4 Bestimmung von Eigenwerten

Es sei A € K™*". Aus der Bedingung Av = Av folgt (A — A )v = 0.

Der Nullvektor ist in der Eigenvektordefinition ausgeschlossen, da A0 = 0 stets
gilt. Wir suchen also nichttriviale Losungen von

(A=X)v=0.

Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem, es besitzt also nichttriviale
Losungen genau dann, wenn rang(A — AI) < n ist, also genau dann, wenn

det(A—AI)=0.

Dies ist ein Polynom n-ten Grades in A (das charakteristische Polynom von
A). Seine Nullstellen sind die gesuchten Eigenwerte.
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45.5 Beispiel

a)

Fiir A = (2 1) € R?*? erhalten wir
2—A 1
O—det(A—A])—‘ 6 1_)\'
=2-AN1-X)—-6=)-3\—4
und damit
3+v9+16 345
A2 = =
2 2
>\1:4, )\2:—1
. _ 3 4 2%2 . .
Fir A = 4 3 € R™"" ergibt sich
3— A 4
O—det(A—)\I)—‘ 4 3_)\‘

=B-N)?—4-(—4) =X —-6A+25.

Da die Diskriminante # — 25 < 0 ist, hat diese quadratische Gleichung

fiir \ keine reellen Losungen. Es gibt also keine Eigenwerte.

Das ist plausibel: A ist gleich dem Fiinffachen einer Rotationsmatrix (zum
Winkel o = — arcsin% ~ 0,927 = 53,1°). Da alle Vektoren gedreht werden,
gibt es keine Eigenvektoren, daher auch keine Eigenwerte.

i ;l) als Matrix aus C?*2, so fin-

den wir fiir die charakteristische Gleichung die beiden komplexen Losungen

Betrachten wir dieselbe Matrix A = (

AMeg=3E£v-16=3+4i.

Es gibt also zwei konjugiert komplexe Eigenwerte.

45.6 Bemerkungen

a)

Wie das letzte Beispiel zeigt, kann das charakteristische Polynom selbst
dann komplexe Nullstellen besitzen, wenn A nur reelle Eintriage hat. Es ist
oft sinnvoll, auch die komplexen Eigenwerte mit zu betrachten.
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b) Sucht man Eigenwerte einer n x n-Matrix A als Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms, so kann dies fiir n > 3 schon recht schwierig werden; fiir
n > 5 ist es im Allgemeinen nicht mehr moglich, die Losungen auf analyti-
schem Wege zu finden. Dann werden numerische Approximationen benotigt
(ebenfalls nicht ganz einfach, vgl. spiteres Kapitel).

¢) Im Falle K = C kann man zeigen, dass det A das Produkt der Eigenwerte
ist. Allgemein ist A genau dann invertierbar, wenn 0 kein Eigenwert von A
ist.

Trotz der genannten Einschrankungen ist das charakteristische Polynom in Spe-
zialfillen sehr niitzlich, etwa bei Dreiecksmatrizen (vgl. 35.4(c)).

45.7 Satz: Eigenwerte von Dreiecksmatrizen

Ist A € K™*™ eine obere oder untere Dreiecksmatrix, so sind die Eigenwerte durch
die Diagonaleintriage gegeben.

Beweis: Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt ihrer Diago-
naleintrige. Ist A = (a;;), so erhélt man daraus fiir die Matrix A — A/

det(A—=AI) = (a11 —A) ... - (@pn — A)
woraus unmittelbar folgt, dass die Eigenwerte durch
)\1:a11> SR )\n:ann

gegeben sind. O

45.8 Beispiel

Die Eigenwerte von A = (2 (1)) sind A\; = 3 und Ay = —1 (vgl. Beispiel 45.3).
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45.9 Bestimmung der Eigenvektoren

Angenommen, der Eigenwert A der Matrix A € K™*" sei bereits bekannt. Dann
sind die zugehorigen Eigenvektoren nichttriviale Losungen von

(A=A)v=0. (%)

Eigenvektoren sind daher nicht eindeutig bestimmt:
Mit v ist stets auch jedes av, o € K, Eigenvektor.

Der Losungsraum von (*) heiit Eigenraum von A zum Eigenwert A. Man sucht
daher Basisvektoren im Eigenraum und gibt diese als Eigenvektoren an.

45.10 Beispiel

0 -2
Man bestimme die Basen der Eigenrdume von A= |1 2 1
1 0 3

Eigenwerte: Wegen det(A —AI) = (A —1)(A—2)? sind \; =2 und A\, = 1 die
Eigenwerte von A.

e Der Eigenraum zum A\; = 2 ist der Losungsraum von

—2 0 -2 T 0
0 1 o | =10
0 T3 0

Dies sind drei linear abhéngige Gleichungen mit der Losungsmenge

s
t s, t € R
-5

Eine Basis dieses Eigenraums ist daher z. B.



e Der Eigenraum zu A\ = 1 ist die Losungsmenge von

-1 0 -2 1 0
1 1 ) == 0
0 I3 0

Die erste und dritte Gleichung sind linear abhéngig. Addition der Gleichun-
gen 1 und 2 ergibt x5 —x3 = 0. Setzt man x, := s, so folgt z3 = s und {iber
Gleichung 3 schliellich z; = —2s.

Damit ergibt sich der eindimensionale Eigenraum

—2s
s seR } ,
s
-2
der z. B. von dem Basisvektor 1 | aufgespannt wird.
1

Die Wirkung einer Matrix A € R™" auf ihre Eigenvektoren ist besonders ein-
fach zu iiberblicken. Falls es gelingt, eine Basis des R" anzugeben, die nur aus
Eigenvektoren von A besteht, so kann man die Wirkung von A auf alle Vektoren
in R" auf diesen einfachen Fall zuriickfiithren. Deshalb interessieren wir uns jetzt
fiir die Frage: Unter welchen Bedingungen kann man zu einer Matrix A € R™*"
eine Basis des R" angeben, die aus Eigenvektoren von A besteht?

45.11 Definition: Diagonalisierbare Matrizen

Eine Matrix A € R™*" heifit diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Ma-
trix P gibt, mit der P~'AP eine Diagonalmatrix ist.

45.12 Satz: Diagonalisierbarkeit und Basis aus Eigenvek-
toren

Eine Matrix A € R™" ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie n linear un-
abhéngige Eigenvektoren besitzt.
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Beweisidee: Ist P~'!AP = D Diagonalmatrix, so folgt AP = PD, und man
iiberlegt sich, dass dann der i-te Spaltenvektor von P Eigenvektor von A ist, mit
dem i-ten Diagonaleintrag von D als Eigenwert.

Umgekehrt kann man aus n gegebenen linear unabhéngigen Eigenvektoren von
A eine Matrix P aufbauen, die A diagonalisiert. U

45.13 Beispiel:

Aus Beispiel 45.10 kennen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

0 0 -2
A=11 2 1
10 3

Aus den drei linear unabhéngigen Eigenvektoren erhalten wir die Matrix

1 0 =2
P = 0o 1 1
-1 0 1
und berechnen
0 0 =2 1 0 =2 2 0 -2
AP=11 2 1 0o 1 1= 0 2
0 -1 0 -2 0
2 00
Andererseits konnen wir aus den Eigenwerten die Diagonalmatrix D = [0 2 0
0 01
bilden und priifen nach, dass
1 0 =2 2 00 2 0 =2
PD = 0o 1 1 0 2 0] = 0o 2 1
-1 0 1 0 01 -2 0 1
gilt. Also ist tatséchlich
1 0 -2\ /0 0 -2 1 0 -2 2 0 0
P'AP=| 0 1 1 1 2 1 1 1]=(020
-1 0 1 1 0 3 -1 0 0 01

eine Diagonalisierung von A.
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45.14 Paarweise verschiedene Eigenwerte

Man kann insbesondere zeigen: Sind Ay, ..., \; paarweise verschiedene Eigenwerte
von A und vy,..., v, Eigenvektoren zu diesen Eigenwerten, so ist {v,..., vy}
linear unabhéangig. Das fiithrt zu dem folgenden Satz.

Satz: Ist A € R™" eine Matrix mit n paarweise verschiedenen Eigenwerten, so
ist A diagonalisierbar.

Bemerkung: Eine (iiber R und auch iiber C) nicht diagonalisierbare Matrix
ist z. B. L1 .
01

45.15 Satz: Eigenwerte von Potenzen einer Matrix

Es sei A € K™ k € IN, und X sei Eigenwert von A zum KEigenvektor v. Dann
ist \* Eigenwert von A* zum Eigenvektor v.

Ist A invertierbar, so gilt diese Aussage sogar fiir beliebige ganze Zahlen k, wobei
AR = (A7HE,

Beweis: Fiir k£ > 0 gilt

Afy = AFH(Av) = AR (Ow) = A ARy
= ANAF2(Aw) = N2AF 20 = L = M

Fiir k£ = 0 ist A° = I. \° = 1 ist offenbar Eigenwert der Einheitsmatrix fiir jeden
Eigenvektor v € K™.

Ist A invertierbar, so gilt fiir den Eigenvektor v von A mit zugehorigem Eigenwert

A#0
v=A"YAv) = A (W) = AMA )

und daher A~'v = A~!v. Analog zum Fall ¥ > 1 schlieBt man auf beliebige
negative k. U
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45.16 Beispiel

0 -2
A"mit A= |1 2 1] aus Beispiel 45.10 hat die Eigenwerte \; = 27 = 128
1 0
und )\2 = 17 =1.
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46 Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer
Matrizen

46.1 Motivation

e Symmetrische Matrizen (a;; = aj; fiir alle 7, j) kommen in der Praxis be-
sonders haufig vor. Gibt es fiir sie spezielle Aussagen {iber Eigenwerte und
Eigenvektoren?

e Wir hatten den Zusammenhang zwischen Diagonalisierbarkeit und linear
unabhéngigen Eigenvektoren kennengelernt. Spielt hier die Symmetrie von
Matrizen eine besondere Rolle?

46.2 Satz: Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer
Matrizen

Fiir eine symmetrische Matrix A € R™™" gilt:

a) A hat nur reelle Eigenwerte.

b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis:  zu (a): Wir erinnern daran, dass fiir eine komplexe Zahl z = x + iy
ihr Produkt mit der konjugiert komplexen Zahl z = x — iy reell ist: 2z = |2|* =
7 + 9% € R.

Die komplexe Konjugation von Vektoren und Matrizen wird komponentenweise
definiert.

Dann ist

Moty = ()\U)TU = (A’U)T’U
=0T ATy =0T Av (da A reell und symmetrisch)

=0 (W) = o .

Da ©"v reell und ungleich 0 ist, folgt A = ), also A € R.
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zu (b): Es seien vy, vy Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten A;, As.
Dann gilt
Mot vy = (Avy) Ty = v] Ay

= v} (Avy) (A symmetrisch)

= )\2U1TU2
und damit
0= ()\1 - )\2) ’U;I"UQ .
—_——
#0
Folglich sind v; und vy orthogonal. U

46.3 Beispiel

Wir betrachten die symmetrische Matrix A = (1;1 ﬁ) Wegen
4—X 12
0 = det( ) ‘ 2 11 _)\‘ A 5\ — 100

besitzt A die beiden reellen Eigenwerte \; = 20 und Ay = —5.

—16 12\ /= 0
12 —9) \ay/

hat die Losungen x; = 3s, x5 = 4s, s € R.

Eigenvektor zu A\, = 20:

Also ist vy = (i) ein Eigenvektor zu A;.

9 12 T -0
12 16) \as/)

hat die Losungen x; = 4s, 1o = —3s, s € R.

Eigenvektor zu Ay = —5:

4
Also ist v9 = ( 3) ein Eigenvektor zu As.

Wegen vy - v =3 -4 —4 -3 sind die Eigenvektoren orthogonal.
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Bemerkung: Es gilt auch: Ist A ein Eigenwert der Vielfachheit &, so hat A auch
einen k-dimensionalen Eigenraum.

Diese Eigenschaft und die Eigenschaften aus Satz 46.2 stellen insgesamt sicher,
dass R" eine Basis aus Eigenvektoren von A besitzt. Es handelt sich sogar um
eine Orthogonalbasis.

Da sich aus einer Orthogonalbasis eine Orthonormalbasis herstellen ldsst, ist eine
symmetrische Matrix nicht nur stets diagonalisierbar, sondern die Diagonalisie-
rung ist sogar stets durch eine orthogonale Matrix moglich.

46.4 Satz: Hauptachsentransformation, Spektraldarstellung

Es sei A € R™" symmetrisch. Dann ist

A=QAQ"

eine Diagonalisierung von A, wobei

A0 ...00
A =diag(Ay, ..., \p) = 0 A

: 0

0 ... 0 A\,

die Diagonalmatrix aus den (reellen) Eigenwerten von A ist und @ eine orthogo-
nale Matrix ist, deren Spaltenvektoren orthonormale Eigenvektoren von A sind.

Beweis: Da A symmetrisch ist, gibt es eine Basis von R" aus orthonormalen
Eigenvektoren von A. Nach Satz 45.12 kann daraus eine Diagonalisierung von A
konstruiert werden:

D =P AP,

wobei die invertierbare Matrix P aus den Eigenvektoren von A gebildet wird und
D die Diagonalmatrix der zugehorigen Eigenwerte ist, also D = A. Wegen der
Orthonormalitét der Eigenvektoren ist P = () dann eine orthogonale Matrix, und
es folgt

A=QAQ™T,
also wegen Q! = Q7 die behauptete Darstellung. O
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Bemerkungen: 1. Die Diagonalisierung durch eine orthogonale Matrix be-
deutet, die durch die Matrix A beschriebene Abbildung von Vektoren in einem
neuen Koordinatensystem zu beschreiben (orthogonale Matrix — Wechsel des Or-
thonormalsystems!).

Au = QAQ 'u
U Vektor in Standardbasis

Q'u  Vektor in neuer Basis aus orthonormalen
Eigenvektoren von A

AQ~'u  Abbildung darauf angewendet,
Vektor noch immer in Eigenvektorbasis ausgedriickt

QAQ'u Riicktransformiert in Standardbasis
Die Basisvektoren der neuen Basis sind die orthonormalen Eigenvektoren von A.
In dieser neuen Basis ist die Gestalt der Abbildung besonders einfach, da sie hier

durch die Diagonalmatrix A gegeben ist. Deswegen nennt man die Basisvektor-
richtungen auch Hauptachsenrichtungen von A.

Geometrisch bedeutet dies, dass unabhéngig voneinander in jeder Hauptachsen-
richtung eine Streckung mit dem jeweiligen Eigenwert als Streckungsfaktor erfolgt
(einschlieBlich Richtungsumkehr fiir negative Eigenwerte).

2. A lasst sich auch schreiben als
A= AlvlvlT + ...+ )\nvnvg )

In dieser Darstellung erkennt man sofort, dass A\ die Eigenwerte und vy die
zugehorigen Eigenvektoren sind, denn

n
Avy, = E Aiv; viTvk = AU -
i=1 N
=0 fiir i # k
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46.5 Beispiel

4 12

1 llen A =
Wir wollen (12 1

) diagonalisieren. Wir benutzen die Eigenwerte und

. . . 3/5
Eigenvektoren aus Beispiel 46.3, normieren letztere aber zu w, = ( ) , Wo =

4/5
(Lon)

Damit finden wir die orthogonale Matrix

o= (is 5

und berechnen

Tao_ L (3 4 4 12\ /3 4

@ AQ 5<4 —3) (12 11) (4 —3)

_1<6O 80)(3 4)_1(500 0)

25\—=20 15/ \4 =3/ 25\ 0 —125
dia,

<)\17 )‘2) )

wie zu erwarten war.
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Anwendung auf einen Vektor u:

u gegebener Vektor
€1, € Standardbasisvektoren e; = (1,0)%, ey = (0,1)T
V1, Vg orthonormale Basisvektoren von A
D1, P2 Projektionen von u auf Hauptachsenrichtungen

(entsprechen Darstellung von u beziiglich der Basis {v, v2})
20p1, —5p2  Ergebnis der Anwendung der Diagonalmatrix

Au resultierender Vektor

46.6 Anwendung von Funktionen auf symmetrische Ma-
trizen

Satz 45.15 iiber die Eigenwerte von Potenzen einer Matrix motiviert die folgenden
Uberlegungen:

173



o Ist p(x) = @™+ ... + a1 + ag ein Polynom m-ten Grades, so kann man
dieses direkt auf n x n-Matrizen anwenden:

p(A) =an A"+ ...+ aA+aol .

Aus Satz 45.15 folgt, dass alle A¥, k = 0, ..., m, dieselben Eigenvektoren wie
A besitzen und die zugehorigen Eigenwerte die entsprechenden Potenzen der
Eigenwerte von A sind.

Ist damit A ein Eigenwert zum Eigenvektor v von A, so gilt auch

e Ist dabei A eine symmetrische Matrix, so kann sie dargestellt werden als
A= AlvlvlT + ...+ )\nvnvg ;
entsprechend gilt auch

p(A) = p()\l)vlvir +... +p()\n)'Un'U;£ :

o Uber Potenzreihen (vgl. MfI 1) iibertrigt sich dieses Vorgehen auf beliebige
analytische Funktionen f : R — R (also solche, die durch Potenzreihen
darstellbar sind). Man hat dann allgemein

FA) = f)vio] + .+ fA)vavy
fiir eine solche Funktion f.

e Sofern die Funktion auch fiir komplexe Argumente definiert ist, kann ei-
ne entsprechende Verallgemeinerung sogar fiir nichtsymmetrische diagona-
lisierbare Matrizen angegeben werden (wird hier nicht weiter behandelt).

Beispiel: Fiir

haben wir
1/ 1 1\ /e 0 1 -1 e
A - = - a2 —a a 270, .
exp(4) 2(—1 1) (0 e‘“)( 1 1) (—O fet et )
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