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Beispiellosungen zur Probeklausur

Aufgabe 1

Gegeben sind die Polynome f,g,h € K[z]. Zu zeigen: Es gibt genau dann
Polynome h; und hg mit hy f + hog = h gibt, wenn ggT(f, g) ein Teiler von h
ist.

Lésung:

Sei s = ggT(f,9).
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Seien hi, he Polynome mit hy f + hog = h. Da s|f und s|g gilt, gibt es 71 und
ro mit sr1 = f und sro = g. Setzt man dies in die Gleichung ein, so erhélt man
s(hir1 + hore) = h, also teilt s das Polynom h.
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Sei nun s ein Teiler von h, d.h. es gibt ein Polynom r mit sr = h. Dann gibt es
Polynome p1, pe mit p1 f + pag = s (siche <=) Dann ist pi7f + perg = h, also
erfiillen hy := pyr und hg := por die Forderung.

Aufgabe 2 (545 Punkte)

1. Seien z,y e Rund 2 &y := & + y — xy. Zeigen Sie, dass (R\ {1}, ) eine
kommutative Gruppe ist.

2. Sei die Teilmenge Q[\/(2)] := {z+v2y | =,y € Q} von R gegeben, zusam-
men mit den iiblichen Operationen +,-. Zeigen Sie, dass (Q[v/2], +, ) ein
Korper ist.

1. Seilenz,y e Rund c dy:=x+y—z*y.
Zu zeigen: (R — {1}, ®) ist eine kommutative Gruppe.

Also:
(a) @ ist wohldefiniert auf R — {1}
(b) ¥ 2,2 €R— {1} gilt: (z@y) @2 =26 (3 2)

)
)
(c) JeeR—-{1}:VxeR—-{l}:edr=x=xde
(d) VzeR—{1}Fz ' mitz 1z =¢



(e) Ve,ye R—{l}:z0y=yda
Losung:

(a) Wir wissen, dass die Operationen + und - auf R wohldefiniert sind.

Das einzige, was es zu liberpriifen gilt ist, ob = @ y nicht auf 1 abge-
bildet werden kann. Dazu betrachte folgende Gleichung;:

r@y=c+y—axy=1
= z(l-y)+y=1
_ 1=y
=1,

— T

Das bedeutet « @ y wird immer auf R — {1} abgebildet.
(b) Assoziativgesetz:

oy @z = (r+y—ay)dz
= (z+y—ay)+z— (22 +yz —ay2)
= TH+yYy+z—ay—T2z—Yz + Y2
r®ydz) = 2O (y+z2—y2)
= x4y+z—yz— (vy+az—1xyz2)
T+Y+2—2Y—T2—Yz+ TYZ

(¢) Neutrales Element:

rP0=2z4+0—2-0=2x
0xr=04+2x—0-z=2x

(d) Inverses Element:

r+y—zy=20
= Y=T1G T
Probe:
@ x —r4 x .. x :xz—x—i—x—xzzo
z—1 z—1 rz—1 r—1

(e) Kommutativitit:
rhyYy=r+y—cry=y+r—yr=y>dbx

Damit sind alle Voraussetzungen fiir eine abelsche Gruppe erfiillt.

2. Zu zeigen: Q[v2] := {z++2y | z,y € Q} bildet mit + und - einen Korper.
Also:
(a) + und - sind wohldefiniert iiber Q[v/2]
(b) (Q[V2],+) ist kommutative Gruppe
(c) (Q[v2],-) ist Halbgruppe



(d) Va,b,c € Q2] gilt:
a-(b+c)=ab+ac
(a+b)-c=ac+be
(e) Ya € Q[v2] Ja~ mit a=t -a = 1.
Losung:
(a) Die Wohldefiniertheit gilt wegen:
a+b = (z14+V2y1) + (w2 +V22) = (21 + 22) +V2(11 + 12) € Q[V2)
~—— —_——

€Q €Q

ab = (214+V2y1)-(224+V2y2) = (21 22 + 25192)+V2(2251 + 7132) € Q[V?2)]
€Q €Q

(b) Klar, wie in R. Neutrales Element: (04 0-+/2)
(c) Klar, wie in R. Einselement:(1 + 0 -+/2)
(d) Distributivgesetze:

(z1 +y1V2) - (w2 + 12V2) + (23 + y3V2))

= (224 x3) + V221 (y2 + y3) + V201 (z2 + x3) + 201 (2 + y3)
= a1m2 +T123 + 201Y2 + 201y + V2(21ye + 213 + 22y + 23Y1)

(z1 + y1V2) (22 + ¥2V2) + (21 + 11 V2) (25 + Y3V2)

= @1To + 219 + V2(x192 + 22y1) + 2123 + 20193 + V2(2351 + T1Y3)
= 212+ 2y10 + 2173 + 21Ys + V2(21y2 + T2y + T3Y1 + T1Y3)
Damit ist das erste Distributivgesetz gezeigt. Das zweite ergibt sich,
da die Multiplikation kommutativ ist

(e) Inverses:

ata = (@ +yV2)(@+V2y)=1+0V2
= 2+ V2u'y+V2uy + 2y =1
— r+22fy=1A2'y+xy =0

Lést man dieses Gleichungssystem (durch Einsetzen, Gleichsetzen)
erhdlt man fiir das Inverse

-1 1 Yy x
= 2 =9 _\JSo._=
a (z + V2y) 10 V2 R

Damit ist Q[v/2] mit + und - ein Korper.



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Gegeben sei die Matrix

ISR R
Co O Ut i~
—_

D © ®

Benutzen Sie den Gauf3-Algorithmus zur Bestimmung des Ranges von A.

Lésung: Wir berechnen den Rang von A mit Hilfe des Gauf-Algorithmus.

1 4 7 1 4 7 1 4 7
A - 2 5 8 — 0 -3 —6 - 0 -3 —6
3 6 9 0 —6 -—12 0 0 O
4 8 12 0 -8 -—16 0 0 O

Damit ergibt sich: rang(A) = 2.

Anmerkung: Die Zwischenschritte werden hier nicht alle aufgefiihrt, diirfen
allerdings bei ausfiihrlichen Losungen nicht fehlen.

Aufgabe 4 (8 Punkte)

Berechnen Sie die Determinante der Matrix

01 11
1 011
A4 = 1 1 01
1 110

Fiithren Sie dabei mit Hilfe geeigneter Umformungen und des Laplaceschen En-
twicklungssatzes die Berechnung der Determinante der (4 x 4)-Matrix A auf die
Berechnung der Determinante einer (3 x 3)-Matrix zuriick.

Lésung: Zu berechnen ist die Determinante der Matrix

A = det

)

1
0
1
1

= = O

1
0
1
1

—_ O = =
O~ = =
—_ O = =
O = =



Wir formen die Matrix leicht auf ,,obere Dreiecksgestalt “ um:

01 1 1 01 1 1 1 0 1 1
1 0 11 _ 1 0 1 1 _ 01 1 1 (=1)2
1 1 01 01 -1 0 00 1 -1
1110 00 1 -1 01 -1 0
1 0 1 1 1 01 1
. 01 1 1/ J0 1 1 1
- 00 1 -1 |00 1 -1
00 -2 -1 0 0 0 -3
= -3

Im letzten Schritt wird nach erster Spalte entwickelt (muss man im Grunde

nicht).

Aufgabe 5 (44444 Punkte)

1. Fir eine Matrix A € R™ ™ sei Spur(4) :=
Abbildung ¢1(4) : R™™"™ — R mit p1(A)
Abbildung,.

>

n
=1
Spur(A) ist eine lineare

1 Gi- Zeigen Sie: Die

2. Sei pg : V. — W bijektive lineare Abbildung, d.h. isomorphe Abbildung.

Zeigen Sie, dass dann auch ¢, ! linear ist.

3. Sei 3 : R? — R3 lineare Abbildung mit p3(z,y) = (x —y,y — z, ).
Bestimmen Sie jeweils die Dimensionen von Kern(y) und Bild(y), sowie

jeweils eine Basis von Kern(y) und Bild(yp).

Lésung:

1. Zu zeigen: Die Abbildung ¢;(A) = Spur(A) ist eine lineare Abbildung.

Beweis:

Es sei A = (a;;) und B = (b;;). Dann ist A + B = (a;; + b;;), und man

erhalt:

n

Spur(A + B) = Z(aii +bii) = Z ai; + Z bi; = SpurA + SpurB

=1 i=1 i=1

Spur(cA) Z ca;; = CZ a;; = cSpurd

Damit gelten fiir 1 die Eigenschaften einer linearen Abbildung.

2. Zu zeigen: Ist o : V. — W eine isomorphe Abbildung, so ist auch g02_1

linear.



Beweis:
Es seien u,v € W. Da o bijektiv (also insbesondere surjektiv) ist, gibt
es x,y € V mit ¢a(z) = u und p2(y) = v. Da ¢5 linear ist, gilt auBerdem

pa(r +y) = p2(7) + pa(y) =u+v
und

p2(ax) = apa(x) = au.

Nach Definition von @5 * gild @5 ' (u) = z, 05 ' (v) =y, @5 "(u+v) =z +y
und ¢, *(au) = ax. Damit folgt:

o3 (ut+v) =z +y=p5"(u)+ ¢ (v)
und

vy ' (au) = az = ap; ' (u)

Also ist auch o, ' linear.

3. Fiir die lineare Abbildung 3 : R? — R3 mit p3(z,y) = (v —y,y — 2,7
sind jeweils die Dimension und eine Basis von Kern(ys) sowie Bild(y3) zu
bestimmen:

Es ist (z,y) € Kern(ps) < ¢3(z,y) = (0,0,0).

Mit der gegebenen Abbildung ist also (x,y) € Kern(ps) <=z =0Az —
y=0.

Daraus folgt Kern(ps) = {(0,0)}, also hat der Kern die Dimension 0, da
er nur das Nullelement aus R? beinhaltet.

Damit wissen wir nach dem Kern-Bild-Satz schon, dass die Dimension von
Bild(p3) 2 ist.

Es gilt (a,b,¢) € Bild(ps) <= b= —a,day —z = —(z —y).
Also ist {(1,-1,0),(0,0,1)} eine Basis von Bild(p3).

Aufgabe 6 (6 Punkte)

Gegegen sei die Matrix A € R™ "™ sowie das euklidische Produkt (u,v) :=
S wv; mit u,v € R™. Beweisen Sie, dass (ATy,z) = (y, Az) gilt.

Lésung:



@11 a1 -+ Aanpl

T a2 Qa22 - Gp2
(A y,x) = . . . “Y, T
G1n  A2n o Gnn
n
21:1 a;1 - Yi
n
Zi:l @32~ Yi
= . 7:%.
L
21:1 Ain " Yi
n n
= - g il " Yi+ ...+ Ty E QAin * Yi
i=1 i=1
n n
i=1 j=1
a1 Q21 0 Gnl
ai2 G2 ' Gp2
<y’ A$> = Y, . . . -
A1n  QA2p Ann
S an -y
i=1 ai1 - Ty
Sy
=1 %i2 1
= Y, .

n
Zizl Qjn * T4

n n n
= yl'Zau'$i+y2'Zazi'$i+---+yn'zam'%‘
i=1 i=1 i=1
n
= Zwi'(ih'a1i+yz'azi+-~-+yn'am)
i=1
n n
i=1 j=1

Aufgabe 7 (10 Punkte)

Bestimmen Sie die Fourier-Koeffizienten der Funktion g(x) = 2% auf [0, 27].

Lésung: Wir haben

27
1 2 1132 1 3 82
= — = —|— 7!‘:72 = — .
a W/t dt = 2[R = o (2m)° = o
0



Mit partieller Integration berechnen wir

27

1 2

t? cos(kt) dt = [tQE sin(kt))3™ — T / tsin(kt) dt
0

o\:‘w

27
2 1 1
= 00— p [—t% cos(lct)]g7r + Z /cos(k:t) dt
0
_ 2y e
o k k) k2
Analog
o ) 5 27
/t2 sin(kt) dt = [_t2E cos(kt)|3™ + T /tCOS(kt) dt
s 0
er? 2,1 L
s . - .
= - +% [tE sin(kt))? —%/sm(kt) dt
0
B 472
o k
Damit ist
1 27 A
ak:7/t2COS(k’t)dt:7, (k:1527)7
T k2
1 27 4
bk:7/t281n(kt)dt:_i, (kzlvza)
T k
0

Aufgabe 8 (444 Punkte)

Gegeben sei V' der Vektorraum der n x n-Matrizen tiber R mit dem Skalarpro-
dukt (A, B) := Spur(BTA) (dabei sind A,B € V) , und (siche Aufgabe 5)
Spur(A) := 371" asi.

e Zeigen Sie, dass (V, (-, -)) einen Pra-Hilbert-Raum bildet.

e Bestimmen Sie fiir n = 2 eine Orthonormalbasis von V.

Lésung: Beweis:

a)



o zu zeigen: (A, A) >0

Sei A = (aij).
(A, A) = Spur (AT A)
=> (Z(aji)Q)
i=1 \j=1
>0
falls A # 0.

o zu zeigen: (A, A)=0«<= A=0
Wie im vorherigen Teil zu sehen ist (A, A) nur dann gleich Null, wenn A
die Nullmatrix ist.

e zu zeigen: (A, B) = (B, A)
Anmerkung: Eine quadratische Matrix hat immer dieselbe Spur wie ihre
Transponierte.
(A,B) = Spur (B" A)
Spur ((BTA4)")
Spur (A" B)
= <B’ A>

e zu zeigen: (A, AB) = A4, B)

(A, AB) = Spur ((AB)T A)
= Spur (AB' A)
= )\ Spur (B' A)

= A, B)

e zu zeigen: (A, B+ C) = (A, B)+ (A4,C)

(A,B+C) = Spur (B+C)"A)
= Spur (BT +CT)A)
= Spur (BTA+CTA)
= Spur (BTA) + Spur (CTA)
= (A,B) +(A,0)

Da V der Vektorraum der n x n-Matrizen iiber R versehen mit einem Skalarpro-
dukt ist, ist V' ein Pra-Hilbert-Raum. O

b) Zu bestimmen ist fiir n = 2 eine Orthonormalbasis von V.



Losung: For den Fall n = 2 ist die kanonische Basis von V' gegeben durch
die 4 Matrizen

1 0 0 1 0 0 0 0
a=(o o) 2=(00) o=(70) »=(s 1)
Dies bleibt noch nachzurechnen:
e Orthogonalitat

(A,B) = Spur B' A= Spur

Il
o

(A,C) = Spur CTA = Spur

I
=

(A,D) = Spur D" A= Spur

I
o

(B,C) = Spur C"B = Spur

(B,D) = Spur D" B = Spur

I
o

(C,D) = Spur D'C = Spur

— O OO0 OO0 oo oo —+=Oo
I
o

TN N 7 N TN 77 NN
OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 oo
D P e e e
Il
o

Somit sind alle Matrizen orthogonal zueinander.

e Orthonormalitat

(A, A) = Spur A" A= Spur

|
—_

(B,B) = Spur B'B = Spur

(C,C) = Spur C'C = Spur

I
—_

(D,D) = Spur D" D = Spur

I
[t

M~ N/~
oo O oo O =
\_/\_/vv
Il
—_

—_—o OO0 o OO

Da alle Matrizen orthogonal zueinander sind und ihr Betrag gleich Eins ist,
bilden sie eine Orthonormalbasis. (]

Aufgabe 9 (8 Punkte)

Multiple Choice: In dieser Aufgabe werden 5 Aussagen gestellt, die entweder
richtig oder falsch sind. Sie erhalten fiir die korrekte Feststellung, ob eine Aus-
sage richtig oder falsch ist, jeweils einen Punkt und jeweils einen zusétzlichen
Punkt, falls Sie ihre Entscheidung korrekt begriinden kénnen.

10



1. Die Menge der symmetrischen Matrizen ist eine multiplikative Unter-
gruppe der GL(n, K).

2. Beschreibt man eine beliebige Funktion f mittels einer Fourierreihen-
darstellung, dann wird f besser approximiert, je mehr Fourierkoeffizienten
in der Fourierreihe verwendet werden.

3. (Z,+,") ist kein Korper.

4. Sind die Eigenwerte einer Matrix nicht alle paarweise verschieden, dann
ist die Matrix nicht diagonalisierbar.

Losung:

1. Falsch. Ein einfaches Gegenbeispiel reicht hier aus:

1 2 4 1 _ 6 7
2 1 1 3 o 1 3 )
die ersten zwei Matrizen sind offensichtlich symmetrisch, das Matrizen-

produkt jedoch nicht mehr, deshalb ist hier die Abgeschlossenheit der
Untergruppe verletzt.

2. Die Aussage, die hier gemacht wird kann nur mit Hilfe einer zusatzlichen
Annahme eindeutig beantwortet werden. Ist die Funktion f stetig dif-
ferenzierbar in C°°, dann kann die Aussage als richtig beantwortet wer-
den. Dann kann man aussagen, dass je mehr Koeffizienten verwendet
werden, die Approximation durch die Fourierreihe besser wird. Falls diese
zusdtzliche Annahme nicht gemacht wird, dann kann die Antwort auch
falsch sein, d.h. die Approximation kann sich sogar kurzfristig leicht ver-
schlechtern.

3. Richtig: Es existiert fiir ein beliebiges Element a € Z* im Allgemeinen

kein multiplikatives Inverses a~!.

4. Falsch: Es gibt Matrizen, die zwar keine paarweise verschiedenen Eigen-
werte besitzen, aber dennoch diagonalisierbar sind. Ein Beispiel hierzu ist

die Matrix
2 0
0 2
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