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Aufgabe 1 (343=6 Punkte)

a) Da v ein Eigenvektor von A’ zum Eigenwert A’ ist, gilt
p(A) = (Z a,-/v‘) v=>a;(Av) =Y a;(\v) = (Z a; x‘) v =p(\.
' ' j i=0
Daraus folgt direkt die Aussage.
b) Fiir orthogonale Matrizen gilt, das |Qu| = |u| fiir jeden Vektor U. Daher gilt
o] = |Qu] = [Av| = |Al[v].

Daraus folgt || = 1.

Aufgabe 2 (34+4=7 Punkte)
a) Wir berechnen

3—A 4

0:‘ 52—

} =(3-N2-N)-20=XN -5 A—-14=A=T)(A+2).

d.h., die Eigenwerte sind \; =7 und \; = —2.

1. Eigenraum zu A; = 7: Wir 16sen die Gleichung

(5 ) ()-

Die beiden Zeilen der Matrix sind linear abhéngig und fithren zur Bedin-
gung x = y. Der Eigenraum ist also

{(E)em = (1))




2. Eigenraum zu Ay = —2: Wir losen die Gleichung

(3)()-

Die beiden Zeilen der Matrix sind linear abhéngig und fithren zur Bedin-
gung y = —2z. Der Eigenraum ist also

(o kenf-mef()}

b) Durch Entwicklung nach der letzten Zeile berechnen wir

2-A -1 2
0 = 5 —3- A 3
-1 0 —2-)

-1 2 2-X -1

- _‘—3—)\ 3‘_(24”) 5 —3—)\’

= —3(=3+23+X) - C+N(2-N(=3-)) +5)
= AN -3XN-3A-1=(\+1)
e A=l

Um den zugehorigen Eigenraum zu bestimmen, l6sen wir die Gleichung

3 -1 2 x
5 —2 3 y | =0&y=x/Nz=—=.
-1 0 -1 z

Der Eigenraum ist also

s |ls€R ) =span 1
—s —1



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte und -vektoren von A. Dazu berechnen
wir durch Entwicklung nach der letzten Spalte

2\ 3 3
0 = I —1-Xx 0
-1 2 1)

1 —1-2) 2\ 3

- 3‘—1 2'“1_”' 1 —1—/\‘

= 32+ (-1-N))+1-=N((2—=-N(-1-X)—3)
= (1=XMA=-2)(A+1)
S M=1AAM=2AN=—-1

1. Eigenraum zu A; = 1: Wir l6sen die Gleichung

1 3 3 x 5
1 =2 0 Y :0<i)m:2y/\z:—§y.
-1 20 z

Setzen wir y = 3, so erhalten wir den Eigenvektor v; = (6,3, —5) als Basis-
vektor des Eigenraums.

2. Eigenraum zu \; = 2: Wir l6sen die Gleichung

0o 3 3 x
1 -3 0 y | =0&2=3yNz=—y.
-1 2 -1 z

Setzen wir y = 1, so erhalten wir den Eigenvektor v, = (3,1, —1)7 als Basis-
vektor des Eigenraums.

3. Eigenraum zu A3 = —1: Wir 16sen die Gleichung
3 3 3 x
100 y | =0&52=0A2=—y.
-1 2 2 z

Setzen wir y = 1, so erhalten wir den Eigenvektor v; = (0,1, —1)7 als Basis-
vektor des Eigenraums.

Die Matrix P erhalten wir nun, indem wir die Eigenvektoren v, v, und vz als
ihre Spalten wahlen, also

P = 3 1 1



Die Diagonale von D besteht aus den zugehorigen Eigenwerten A\, Ao, A3:

0
0

1
D=120
0 -1

S N O

Aufgabe 4 (44+4=8 Punkte)

a) Es selen A = (a;;), B = (bij), e; der j-te kanonische Einheitsvektor. Da
{vi,...,v,} eine Basis des K™ ist, existiert eine Darstellung e; = > | a;v;.
Dann gilt

alj

= Aej =A (Zn: am) = 2”: ai(AUi)
i=1 i=1

Qpj
n n blj
= ai(B/Ui) =B (Z aiv’i> = Be] =
=1 i=1 bnj
Daraus folgt aber auch, dass a;; = b;; fiir alle ¢ = 1,...,n. Da dies auch fiir

alle y =1,...,n gilt, folgt A = B.
b) Wir benutzen Teil a): Da {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis ist, gilt

<; )\fvwiT> v; = ;/\fvi(v?w) = > Nuiv]v) + M (0] v))

i=1i#j ~ ~

Kk, _ Ak
= )\jv]—Av].

Mit Teil a) folgt dann die Aussage.



