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Aufgabe 1 (54+34+4=12 Punkte)

a) Die drei Basisvektoren von U sind
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b) Die Vektoren der Orthonormalbasis ergeben sich aus den Vektoren der Ortho-
gonalbasis durch Division durch die jeweilige Norm:
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Aufgabe 2 (24-345+2=12 Punkte)

a) Es ist (0,w) = 0 fiir alle w € W, und damit 0 € W+. Seien u,v € W+ X €
K. Sei w € W beliebig. Dann gilt (u,w) = 0 und (v,w) = 0, also auch
(u4v,w) = (u,w) + (v,w) = 0 sowie (A\u, w) = A(u, w) = 0. Damit sind auch
u+ v, \u € W+, Also ist W+ ein Unterraum von V.

b) Sei v € WN W Dawv e W, gilt (v,w) = 0 fiir alle w € W, also auch
(v,v) = 0, da v € W. Wegen der positiven Definitheit des Skalarproduktes
((v,v) = 0 & v = 0) gilt dann aber v = 0. Also gilt W N W+ = {0}.

c) Seien By = {ws,...,w,} eine Orthonormalbasis (ONB) von W und B, =
{uy, ..., u,} eine ONB von W+. Wir zeigen nun, dass die Menge Bz = {wy, . . .,
Wiy U1y - - -, Uy} €ine ONB von V ist.

1. Firt = 1,...,m und j = 1,...,n gilt offensichtlich, dass w; € W und
u; € W, also (w;,u;) = 0. Deshalb ist Bz eine orthogonale Menge und
damit linear unabhéngig.

2. Da B3 C V und V ein Vektorraum ist, gilt auch span B3 C V. Umgekehrt
lasst sich jedes v € V darstellen als v = w4+ v mit w € W und v €
W+. Da By bzw. B, Basen von W bzw. W+ sind, existieren Darstellungen
w =Y " aw; bzw. u = 2?21 bjuj. Also gilt v = w+u = >" aw; +
Z?Zl bju; € span Bs. Also gilt V' C span B3 und damit V' = span Bj.



Das heisst dimV = |Bs| = m + n = |By| + | By| = dim W + dim W+,

d) Sei v € W+, d.h. (v,w) = 0 fiir alle w € W, damit aber auch (v,w) = 0 fiir
allew € U,da U CW.Dh.ve UL, und damit W+ C U+,

Aufgabe 3 (44-34+3=10 Punkte)

a) Es ist
(v1,v2) =1-040-140-04+0-0=
(v1,v3) =1-0+0-0+0-1+0-0=
(V9,v3) =0-0+1-04+0-14+0-0=
(v1,v1) =1-140-04+0-04+0-0=
(Vg,v2) =0-04+1-14+0-0+0-0=1
(v3,v3) =0-0+0-0+1-1+0-0=

{v1,v9,v3} ist also eine Orthonormalbasis.

b) Die beste Approximation von f in V ist gerade die Projektion von f auf V,
es ist also, da {vy, v, v3} eine Orthonormalbasis von V' ist,

3
=proj f = ,V; v; = —22% + 5z + 3.
g PVJf ;(f )

c¢) Sei § der Winkel zwischen f und g. Dann gilt

B (f,9) B 9+25+4 _\/@_
cost = JUINV @9 VIt2514+0/9+25+4 7~ 089

Daraus ergibt sich 6§ = 25,95°.




