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Aufgabe 1 (34+6=9 Punkte)

a) Um Orthogonalitéit zu tiberpriifen, berechnen wir das Skalarprodukt:

asbs — azby a1
(a X b) ca = Cl,gbl — (llbg . as
a1by — asby as

(agbg — ang) -y + (agbl — Cl,lbg) + Q9 + (albg — CLle) - as
a1a2b3 — alang + a2a3b1 - a1a2b3 + a1a3b2 — a2a3b1
= 0.

Die beiden Vektoren a x b und a sind also orthogonal. Analog berechnen wir

(Zgbg — a3b2 bl
((l X b) b = a3b1 — a1b3 . b2
(llbg — a2b1 bg

(CLng — agbg) : bl + (a3b1 - CL1b3) : bg + (CleQ - (J,le) . bg
= a2b1b3 — agblbg + G3b1b2 — G1b2b3 + albgbg — agblbg
0.

a x b und b sind also ebenfalls orthogonal.

b) “=": Da a # 0, existiert ein ¢ € {1,2,3} mit a; # 0. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dass ¢« = 1. Wir definieren \ := %, denn dann gilt b; = Aay.

Aus a x b = 0 folgt, dass a1by — asb; = 0, also auch by = Z—llag = Aay. Aus
a X b = 0 folgt ebenfalls, dass azb; — a1b3 = 0, also auch b3 = 2—11(13 = \az.
Daher gilt b = Aa. Da b # 0, muss auch A # 0 gelten.

“<”: Es ist

0/2)\0/3 — Clg)\GQ o203 — Q302
a X ()\CL) = ag)\al — CL1)\CL3 =A aza) — ajas =0
(11)\(12 — ag)\al a1ao — A7



Aufgabe 2 (54+242+2=11 Punkte)

a) Seien f,g e V, A € R.

1. Symmetrie: Es ist

1

qy%a/ﬂmmwdw=/m@ﬂmdxzwjy

0

2. Additivitat:

(f+g.h) = /(f(fv) +g(x))h(x) dz = /f(w)h(l’) +g(x)h(z) dz

3. Homogenitét:
1 1
(09 = [ M@le) de=x [ f@)glo) do=Ns.g).
0 0
4. Nichtnegativitit: Da (f(z))? > 0 fiir f(z) € R, folgt auch
(f,f)= [ (f(z))* dz > 0.
/

5. Nichtdegeneriertheit: Da f nach Definition stetig ist, gilt dies auch fiir f?,
1
und daher folgt aus [(f(z))* dz =0, dass f* =0, und damit f = 0.
0

b) Es ist
1 1

<ez—1,$+1>:/(ex—1)(x+1) dx:/xew+ex—x—1dx

Wir berechnen zunéchst eine Stammfunktion zu ze” mit partieller Integration:

/xegcdx:xe:”—/ewdx:xew—ﬁ.



Also gilt

1 ' 1
(e*—1l,z+1) = [mez’:—em—i—e”ﬁ——xQ—x} :[a:e"”——xQ—x
2 . 2
3
— e—-—l=e—2>
‘T3 ‘T3

c) Esist

| sinz|| = +/(sinz,sinx) =

1
/ sin? z dx
0

Mit partieller Integration berechnen wir

1
: 2 _ : 1 2
sinr de = [—sinzcosz|,+ [ cos’z dx
0

O\H

1

- . 1 . 9

= [—sinzcosz],+ [ 1 —sin“z dx
0

1

= [—sinzcosz], + [7]) — /sinzx dz.

0
1
Auflésen der Gleichung nach [ sin® z dx ergibt
0
1
2 1 : 1 1 1. 1
sin®z dz = 5 ([~ sinz cos z], + [z]y) = — g sin lcosl+ 5

0

Damit ist || sinz| = \/—%sinlcos 1+ 1.



d) Esist

d(22* +3r — 1,2 —2+2) = |22 + 32 — 1 — (2* — 2 + 2)||

1
_ ||a:2+431;—3||:\// (22 + 4z — 3)2d
0

1
= \// x4 4+ 823 + 1022 — 242 + 9 dx
0

1 10 !
= —2® 4 22 + —a3 — 1222 + 9z
5 3 .

= \/1+2+10 1249=1,6
N 5 3 7

Aufgabe 3 (44+4+44=12 Punkte)

a) Einheitskreis der 1-Norm || - [|;:




Einheitskreis der Maximumsnorm || - ||:
|
: —

b) Wir haben

lz+yl? +llz —ylP = (@ +y,z+y) + (@ —yz—y)

= (mr+y)+ .ty +{z.z—y — Y.z —y)

= (v,7) +(z,9) + (v, 2) + (y,y) + (z,2) — (z,9) — (¥, 2) + (¥, )
= 2((z, ) + (y,9)) = 2(lzlI” + [ly/1*)

¢) Wir zeigen zunéchst, dass die beiden Normen das Parallelogrammgesetz fiir al-
le n > 2 nicht erfiillen. Als Gegenbeispiel betrachten wir die Vektoren x = e; =
(1,0,...,0) und y = e5 = (0,1,0,...,0). Es ist dann = +y = (1,1,0,...,0)
und z —y = (1,—1,0,...,0). Dann gilt

lz+ylf+lle—ylli =4+4=8#4=201+1) =2(z[} + Iy}
und
e+ yll2 + llz -yl =1+1=2#4=21+1) =2(|=|% + |vll%)

Da die beiden Normen das Parallelogrammgesetz nicht erfiillen, kénnen sie
nach Teil b) auch nicht von einem Skalarprodukt induziert sein.



