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Aufgabe 1 (34+3=6 Punkte)

(a) Esist 0-v=(0+0)-v=0-v+0-v. Subtraktion von 0 - v liefert 0 = 0 - v.

(b) Esist v+ (=1)-v=1-v+(=1)-v=(1—1)-v=0-v = 0, woraus folgt,
dass (—1) - v das additiv inverse Element zu v ist, also —v = (—1) - v.

Aufgabe 2 (10+8=18 Punkte)

(a) Seien f,g,h €V, \,u,z € R

1.
2.

Abgeschlossenheit: Es gilt f(z) + ¢g(x) € R und damit f+¢g € V.

Die Assoziativitdt der Addition in V folgt direkt aus der Assoziativitét
der Addition in R, denn (f + (g + h))(z) = f(x) + (9 + h)(z) = f(z) +
(g(x) +h(x)) = (f(z)+g(x))+h(x) = (f+9)(x) +h(x) = ((f+9)+h)(z)
und damit f+ (g +h) = (f+g) +h.

Das neutrale Element der Addition ist die Nullfunktion = +— 0, denn es
ist f(z)+0=0+ f(z) = f(x).

Das additiv inverse Element von f ist die Funktion x +— — f(x), denn es
ist f(z) + (=f(z)) = f(z) = f(z) = 0.

Die Kommutativitdt von V folgt direkt aus der Kommutativitdt von R,
denn (f + g)(z) = f(z) + g(z) = g(z) + f(z) = (9 + f)(z) und damit
fHo=g9+1F.

Esist (A(uf))(x) = AM(uf)(x)) = Apf(x)) = Au)f(x) = (M) f)(z) und

damit A(pf) = (Aw)f.
Esist (1- f)(z) =1 f(x) = f(z) und damit 1- f = f.
Es ist (A(f + 9))(x) = M(f + 9)(x)) = A(f(z) + g(z)) = Af(z) + Ag(z) =
(Af)(@) + (Ag)(z) = (Af + Ag)(x) und damit A(f + g) = Af + Ag.
z) = (A+p)f(z) = M (@) +pf(z) = (Af)(2)+(nf)(z) =

Esist (A p)f)(

(Af + pf)(x), und damit (A + p)f = Af + puf.



(b) (1) Uy ={f € V|f(0) = 0} ist ein Unterraum, denn die Nullfunktion liegt
in V, fiir f,g e Uy und A € R gilt (f + ¢)(0) = f(0) + ¢g(0) = 0 und
damit f+g € Uy, und auBerdem (Af)(0) = Af(0) = A-0 = 0 und damit
AfoeU.

(i) Uy = {f € V|f(1) = 1} ist kein Unterraum, denn fiir ein beliebiges
feUyund A :=2gilt (A\f)(1) =2f(1) =2-1=2 und damit \f & Us.
(iii) Us = {f € V|f(z) = f(—x) Yz € R} ist ein Unterraum, denn fiir die
Nullfunktion gilt f(z) = 0 = f(—z). Fir f,g € U3 und z, A € R gilt

(f +9)(x) = f(x) + g(x) = f(—=2) + g(==) = (f + g)(—x) und damit
f+g € Us, und auBerdem (Af)(xz) = Af(x) = A\f(—x) = (A\f)(—x) und
damit \f € Us.

(iv) Uy = {f € V|f(z) = |f(z)| Vz € R} ist kein Unterraum. Wéhle als
Gegenbeispiel f(x) =1 fiir alle x € R und X := —1. Esist f(z) =1 =
11| = |f(z)| und damit f € Uy, aber (Af)(0) = —f(0) = =1 # 1 =
| — 1| = [(Af)(0)| und damit \f & Uy,.

Aufgabe 3 (4+8=12 Punkte)

(a) Die Nullfunktion liegt offensichtlich in U. Seien f,g € U, d.h. es gibt ns,n, €
N, so dass f(n) = 0 Vn > ny und g(n) = 0 Vn > n,. Definiere nun ny :=
max{ns,n,}. Dann gilt fiir alle n > ng, dass (f + ¢g)(n) = f(n) + g(n) =0,
also f +¢g € U. Sei nun A € R beliebig, definiere ny := ny. Dann gilt
fiir alle n > ng, dass (A\f)(n) = Af(n) = 0, also A\f € U. Also ist U ein

Untervektorraum von V.
(b) zu zeigen ist:
1. span({dx|k € N}) = U. Sei f € U, d.h. es gibt ein ny € N, so dass
f(n) =0Vn > ng. Wir zeigen nun, dass ioz f(k)or = f. Es ist namlich fiir

k=1
n < ng, da dx(n) = 0 fiir alle k # n,

(ZO: f(k>5k> (n) = ZO: F(R)(0r(n)) = [(n)(0n(n)) = [f(n).

Fiir n > ng gilt

no

(ZO: f(k)5k> (n) =D f(k)(0k(n)) = 0= f(n),

k=1

d.h. ZO f(k)or = f, f lasst sich also als Linearkombination der J;, darstel-
k=1

len.



2. B := {0k|k € N} ist linear unabhéngig. Zu zeigen ist, dass jede endliche
Teilmenge von B linear unabhéngig ist. Seien also {dy,|1 < [ < n} eine

endliche Teilmenge von B und Ay, ..., A, so, dass > Aoy, = 0. Fiir m €
=1
{1,...,n} gilt dann

=1 =1

Die )\, sind also alle gleich 0, woraus die lineare Unabhéngigkeit von B
folgt.

B ist also eine Basis von U.



