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Aufgabe 1 (44+4=8 Punkte)
(a) Die Konjugation hat folgende Eigenschaften: zw =z - w und z + w = Z + w.

Fir x € R gilt auerdem T = z, und damit @, = a; fiir 0 < k < n, da
f € Rlz]. Daher gilt:

n n n n

f(E):Zakik:Za_k-ik:Zak-zk:Zakzk:m:G:O.

k=0 k=0 k=0 k=0

(b) Wir haben
p - _
f (—) => apfqt =0
q k=0
Multiplikation mit ¢"(# 0) liefert
(1) Zakpkq"’k = 0.
k=0
Dies ist dquivalent zu

n n
—aoq" =Y _ap* " =p> a7k
k=1 k=1

(<Y

Daraus folgt, dass plagq™, und da ggT'(p,q) = 1, folgt p|a.
Analog folgt aus (1) ebenfalls, dass

n—1 n—1
—anp" =Y ap " =q>  apptH!
k=0 k=0

€z

und damit ¢|a,p™ und wieder, da ggT'(p,q) = 1, q|a,.



Aufgabe 2 (44-34+3=10 Punkte)

(a)

f ist ein Produkt aus p Linearfaktoren der Form = — a, hat daher den Leit-
koeffizient 1, d.h., es ist von der Form f(z) = 2P + h(:E) mit h € Z,[x] und
deg(h) < p. Es ist daher (f —g)(z) = 2?4+ h(z) — (2P —x) = h(x) + =, woraus
folgt, dass deg((f — g)(x)) = deg(h(x) + z) < maac{deg(h) deg(z)} < p.

<p =1<p

Sei a € Z, beliebig. Nach Aufgabe 3 von Blatt 3 gilt, dass g(a) = 0. Aulerdem
ist f(x) =(x—a)- ][] (z—0),und damit f(a) =0- [] (a—10)=0,

beZp,b#a beZp,b#a
woraus folgt, dass (f — g)(a) = f(a) — g(a) = 0.

Nach (a) gilt, dass deg(f — g) < p, nach (b) hat f — g aber p Nullstellen. Da
ein vom Nullpolynom verschiedenes Polynom mit p Nullstellen mindestens
den Grad p haben muss, kann f — ¢ nur das Nullpolynom sein. Es gilt also

f—g9=0&f=g

Aufgabe 3 (4+10=14 Punkte)

(a)

(b)

Es ist
at+a=(ata)’=ad*+ad*+ad*+a*=a+ata+ta.
Daraus folgt, dass a +a = 0.

1. Kommutativitat:
aVb=a+b+ab=b+a+ba=bVa
aANb=ab=ba=bAa

2. Assoziativitat:

(avb)Ve=(a+b+ab)Vec=a+b+ab+ c+ ac+ bc+ abe
=a+b+c+bc+ab+ac+abc =aV (b+ ¢+ be)
=aV(bVe)

(a ANb) A c= (ab)e =a(bc) =a N (bAc)

3. Distributivgesetze:
aV(bAc)=aVbc=a+ bc+ abc,
(aVb)A(aVec)=(a+b+ab) A (a+c+ac)
= a® + ac + a*c + ab + bc + abe + a*b + abe + a*be
=a + ac + ac + ab + bec + abe + ab + abe 4 abe
= a+ (ac+ ac) + (ab + ab) +bc + (abe 4 abe) +abe
% % —
= a + bc+ abe,



dh.aV(bAc)=a+bc+abc= (aVDb)A(aVc),

und

aN(bVc)=alb+c+bc)=ab+ ac+ abe,

(aAb)V (aAc)=abVac=ab+ ac+ a*bc = ab + ac + abc,
dh.aAN(bVe)=ab+ac+ abec= (aNb)V (aAc).

. Neutrale Elemente: Die neutralen Elemente sind dieselben wie im Ring,
denn

OVa=0+4+a+a-0=aund

INa=1-a=a

. Komplementére Elemente:
aV(a+1) = ata+l+a(a+1) = (a+a)+1+a*+a = (a+a)+1+(a+a) =1
aN(a+1)=d*+a=a+a=0.



