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Aufgabe 1 (44+4=8 Punkte)

(a) 1. Abgeschlossenheit: fiir g, h € G gilt gh € G und damit ghU € G/U.

(b)

2. Assoziativitdt: ((aU)(bU))(cU) = (abU)(cU) = ((ab)e)U = (a(be))U =
(aU)(bcU) = (aU)((bU)(cU)).

3. Das neutrale Element ist U = eU, denn fiir alle gU € G /U gelten (gU)(eU) =
(9eU) = gU und (eU)(gU) = (egU) = gU.

4. Bs ist (gU)™' = ¢7'U, denn (gU)(¢7'U) = gg7'U = eU = U und
(g7'U)(gU) =g~ 'gU = eU =U.

Da (12)2 = Zd, ist U = {ld, (12)} Wihle z.B. g1 = Zd, g2 = (12),h1 = hg =
(13). Da g1,92 € U, gilt ;U = goU = U, und offensichtlich ist auch h U =
hoU. Weiterhin ist g1h; = (13) und goho = (132) und damit g1 U = (13)U =
{(13),(123)} und gohoU = (132)U = {(132),(23)}, also g1hU # gahoU.

Aufgabe 2 (24+442+4+44+6=18 Punkte)

Definiere K :=Ker f ={g € G| f(9) = en}.

(a)

Nach Aufgabe 1 (a) vom Présenziibungsblatt 2 ist f(eq) = ep, also eq € K,
d.h. K # {}. Seien nun a,b € K. Nach Aufgabe 1 (b) vom Présenziibungs-
blatt 2 gilt f(b~1) = f(b)~! und damit f(ab™') = f(a)f(b™') = f(a)f(b)™t =

eHeI_fl =ey. Also ist ab™! € K.

Zu zeigen ist, dass fiir alle g € G gilt gK = K g. Wir zeigen beide Inklusionen,

sei also h € gK. Z.z. ist nun, dass h € Kg. Da h € gK, gilt 3k; € K

mit h = gk;. Wihle ky := hg™! = gkig~'. Dann ist f(ky) = f(gkig™') =

f(9) f(k) f(g)™ = f(g)f(9)~' = ey. Also gilt ky € K und damit h = kyg €
——

Kg. Dag zeigt gK C Kg. Die Inklusion Kg O gK zeigt man analog, es gilt

daher gK = Kg, K ist also ein Normalteiler von G.



(c)

(d)

(e)

Nach Aufgabe 1 (a) vom Présenziibungsblatt 2 ist f(eq) = ey, also ey €
Im f, d.h. Im f # {}. Seien a,b € Im f, es gibt also g,h € G mit f(g) = a
und f(h) =b. Dann ist ab™! = f(g)f(h)~' = f(gh™') € Im f.

Gegeben seien ¢;,¢92 € G mit 3K = g2 K. Zu zeigen ist, dass dann auch
f(g1) = f(g2). Sei h € g1 K = g2 K beliebig, dann gibt es ki, ks € K mit h =
gik1 = goks. Daher ist g; = hky' = gokoky ' und damit f(g1) = f(gokoki ') =
flg2) f(ka) f(k1) ™t = flg2)emey' = f(g2)-

1. Homomorphieeigenschaft: Fir g,h € G gilt p(gKhK) = p(ghK) =
f(gh) = [(9)f(h) = ¢(gK)p(hK).
2. Surjektivitat: Fir f(g) € Im f ist o(gK) = f(g).

3. Injektivitat: Seien g,h € G mit ¢(gK) = ¢(hK). Z. z. ist, dass dann
gK = hK. Nach der Definition von ¢ ist f(g) = f(h) und damit f(h~'g) =
f(h)™f(g) = f(9)7'f(9) = en, weshalb h™'g € K. Daher ist g =

hh™'g € hK. Da zwei Nebenklassen entweder disjunkt oder gleich sind,
—~—
€K

und g € gK N hK, gK und hK also nicht disjunkt sind, muss gelten
gK = hK.

Aufgabe 3 (342+43=8 Punkte)

(a)

Betrachte die Gruppe U := (g). Nach Bl. 2, A3 gilt U = {¢¥|k =0,...,n9 —
1}, wobei ng das minimale m ist mit ¢™ = e. Die Elemente ¢F mit k €
{0,...,mng—1} sind alle verschieden, denn wire ¢g* = ¢' mit k,1 € {0,...,no—
1}, so wire g¢~! = e. Es ist aber k — [ < ng im Widerspruch zur Minimalitéit
von ng, d.h. dazu, dass ny das minimale m ist mit ¢” = e. Daher gilt |U| = ny.
Nach dem Satz von Lagrange muss aber gelten, dass ng = |U|||G| = n, d.h.
n = ang mit a € N. Es ist also g" = (¢™)* = ¢* =e.

Da Z,, ein Korper ist, ist (Z3 = Z,\{0}, ) eine Gruppe, und es ist [Z;| = p—1.
Fiir jedes a € Z;, gilt daher nach Teil (a), dass a?~" = 1 (, da die 1 das neutrale
Element beziiglich der Multiplikation ist), also a”? = aa?~! = a -1 = a. Fiir
die 0 gilt offensichtlich ebenfalls 07 = 0.

Das Polynom ¢(x) = 2? —x € Z[z] \ {0} hat die geforderten Eigenschaften,
denn nach Teil (b) gilt fiir a € Z,, dass ¢q(a) =a? —a=a—a = 0.



