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Musterlosungen zum Hausiibungsblatt 1

Aufgabe 1 (643 Punkte)

(a) Induktionsanfang (n = 0): 22Y — 1 = 0 ist durch 3 teilbar.

Induktionsvoraussetzung (I.V.): Es sei 22" — 1 = 3k fiir ein n € N mit k € Z.

Induktionsschritt (n — n41): 2207 1 = 4.22" 1 = 4.(22" —1)+4—1 LY.

4-3k+3=3-(4k + 1) ist durch 3 teilbar.

n

(b) Esist n! = k]:[l k< k]:[ln =n".
Sy

Aufgabe 2 (848 Punkte)

(a) 1. Abgeschlossenheit: Seien z,y € G.
1L.Fall, t +y < 1: Dannist roy=2+y >0und zoy =2 +y < 1 und
damit zoy € G.
2.Fall, r +y > 1: Dannist roy=24+y—1>1—1=0und xoy =
r+y—1<2-—1=1und damit ebenfalls x oy € G.



Assoziativitat: Seien x,y, 2z € G. Es ist

wopos = [Eev s
(zoy)+z—1,

'x+y+4

T+y+z,
B r+y+z-—1,
)4y +z—1,
\z+y+2z—2,

(2 +y+2,
= r+y+z—1,
(z+y+z—2

(roy)+2<1

(xoy)+2z>1,
r+y+z2<lz+y<1
(x+y—1)+z<l,z+y>1
(x+y)+z>lz+y<l1

((ze+y—1)+2-1, (z+y—1)+z>Lz+y>1,

r+y+z<1
r+y+z2<2;x4+y>1
r+y+z>lLz+y<l1
r+y+z>2,
r+y+2<1
I<r+y+2<2
TH+y+z>2.

Eine analoge Rechnung fithrt zu dem Ergebnis

r+y+z, r+y+z2<1
rzo(yoz)=Qax+y+z—1, 1<z+y+z2<2
r+y+z—2, r4+y+z>2,

und damit (xoy)oz==x0 (yoz).

. Neutrales Element: Das neutrale Element von G ist die 1, denn fiir x € G

istz+1>1unddamit loz=20l=2+1—-1=12.

Inverse Elemente: Fiir x € G\ {1} ist das neutrale Element z7! =1—x €
G,daz+(1—z) =1 < 1und damit zo(1—z) = (1—x)ox = z+(1—z) = 1.
Die 1 als neutrales Element ist trivialerweise zu sich selbst invers.

. Abgeschlossenheit: Fiir a,b € G mit a := v + wyv2und b=z + y\/§ ist

aob=ab= (v+wV2)(z+yv2) = vz + 2wy + (vy + wz)V2 € G.

tion.

. Die Assoziativitéit von o ergibt sich aus der Assoziativitéit der Multiplika-

Das neutrale Element ist das neutrale Element der Multiplikation, die

1(=1+0v2 € Q).



4. Inverse Elemente: Fiir z + yv/2 € G gilt:

S T —yv2 _r—yV2
<x+y\/§> = x+y\/§_(x+y\/§)(x—y\/§)_$2—292
S !_Va2ea.

22— 22 a2 — 22

Aufgabe 3 (4+4 Punkte)

(a) 1. Z ist offensichtlich nicht leer, und fiir m,n € Z ist m —n € Z.

2. Q ist nicht leer, und fiir p,q € Q mit p = 3 und g = §ist p—q = “db;bc e Q.
(b) 1. Die Menge {e} ist nicht leer, sie enthélt nur das Element e, und fiir dieses
gilt coet =coec=cec {e}.

2. G ist nicht leer, da e € G. Fiir a,b € G gilt wegen der Abgeschlossenheit
von e, dass ae b~ ! € G.



